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Podstawowe dane statku pilotowego przedstawionego na zdjeciu: dlugosé 15 m,
szerokos¢ 5 m, zanurzenie 2,3 m, predkos¢ maksymalna 10 wezlow.

Predkosé statkéw morskich podaje sie w wezlach, czyli w milach morskich na
godzine. Jedna mila morska (Mm) to dlugosé¢ huku poludnika wyznaczonego

przez 1 minute katowa (1/60 stopnia). Zatem:

40 000 km
| e i “ l'"z -
1 Mm = T 1,851852 km

Otrzymany wynik zaokragla sie do pelnych metréw, czyli przyjmuje sie, ze
1 Mm = 1852 m.
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1.1. Liczby naturalne

0 1 2 3 1 D 6 7 8 g 10 11 12 13

Liczb naturalnych: 0,1.2,3,... jest nieskonczenie wiele. Dla dowolnej liczby
naturalnej n liczba n+1 jest nastepna (wieksza o 1), i tak po milionie nastepuje
milion jeden, potem milion dwa, milion trzy, a po trylionie (liczba zapisywana
jako jedynka z 18 zerami) — trylion jeden itd.

Zbior liczb naturalnych oznaczamy litera N.

Definicja
Niech m # 0 i n beda liczbami naturalnymi. Liczbe m nazywamy dzielni-
kiem liczby n, gdy istnieje taka liczba naturalna k., ze n = m - k.

Jesli liczba m jest dzielnikiem liczby n, to mowimy, ze liczba n jest podzielna
przez liczbe m lub ze liczba n jest wielokrotnoscia liczby m.

Zauwaz, ze:
— liezba 1 jest dzielnikiem kazdej liczby naturalnej,
liczba 0 nie jest dzielnikiem Zadnej liczby.
— kazda dodatnia liczba naturalna jest dzielnikiem liczby 0.

Przyktad 1
Wymien dzielniki liczby 54.

Liczba 54 ma nastepujace dzielniki: 1, 2, 3, 6, 9, 18, 27, 54.

Cwiczenie 1
Wymien dzielniki liczby:
a) 12, b) 28, c¢) 36, d) 48.

Podzielnos¢ liczb naturalnych zapisu-

jemy w nastepujacy sposéb: Niech n bedzie liczba naturalna.

- zapis 3|n czytamy: 3 dzieli n lub Jesli 2 | n, to liczbe n nazywamy
inaczej: liczba n jest podzielna przez 3. parzysta.

zapis 7 fn czytamy: 7 nie dzieli n Jesli 2 fn, to liczbe n nazywamy
lub inaczej: liczba n nie jest podzielna nieparzysta.

przez 7.

Liczbe parzysta mozemy zapisa¢ w postaci 2k, a liczbe nieparzysta — w postaci
2k 4 1, gdzie £ jest liczba naturalna.

1. Liczby rzeczywiste



Cwiczenie 2
Czy prawdziwe jest stwierdzenie?

a) 3323232 b) 11]111 ¢) 15 2345 d) 7 £4949

Zamiast mowic, ze liczba 3 jest dzielnikiem liczby 45, mozemy powiedziec, ze
liczba 45 dzieli sie przez 3 bez reszty. 45 : 3 = 15 reszta (
Dzielac 47 przez 3, otrzymujemy 15 i reszte 2. 47 : 3 = 15 reszta 2

Oznacza to, ze liczbe 47 mozna przedstawi¢ w postaci: 47 =3 - 15 + 2.

Cwiczenie 3
Zapisz liczbe w postaci: 3k, 3k 4+ 1 lub 3k 4 2, gdzie k jest liczba naturalna.
a) 26 b) 76 ¢) 108 d) 127 e) 713

Cwiczenie 4
Zapisz liczbe w postaci: 4k, 4k + 1, 4k + 2 lub 4k + 3, gdzie k jest liczba
naturalna.

a) 3 b) 49 c) 79 d) 126 e) 492
Definicja
Liczbe naturalna, ktéra ma dokladnie dwa dzielniki (1 i samg siebie), na-
zywamy liczba pierwsza.

Liczbami pierwszymi sa na prayklad liczby 7 1 37.

Kazda liczbe naturalng wieksza od 1, ktéra nie jest liczba pierwsza, nazywamy
liczba zlozona. Zwrdc¢ uwage na to, ze liczb 0 i 1 nie zaliczamy ani do liczb
pierwszych, ani do zlozonych (jakie sa dzielniki liczby 1, a jakie liczby 07).

Grecki nmt.euu.a,t.y k hjlukhdes (zyja- Liczby pierwsze miedzy 100 a 1000:
cy na przelomie IV i IIT w. p.n.e.) 101 179 263 353 443 547 641 739 839 947
udowodnil, ze istnieje nieskonczenie 103 181 260 359 449 2oy 64 743 433 Pod
S D_d i SIG) AR 107 191 271 367 457 563 647 751 857 967
wiele liczb pierwszych. 109 193 277 373 461 569 653 757 850 971
113 197 281 379 463 571 659 761 863 977
5 _ 127 199 283 383 467 577 661 769 877 983
Cwiczenie 5 131 211 203 389 479 587 673 773 881 991
R IR . T 137 223 307 397 487 593 677 787 883 997
Podaj wszystkie liczby pierwsze: 139 227 311 401 491 599 683 797 887
149 229 313 409 499 601 691 809 907

(EYVSLE,
ﬂ) parzyste, 151 233 317 419 503 607 701 811 911

b) mniejsze od 20, 157 239 331 421 509 613 709 821 919
, ; e 163 241 337 431 521 617 719 823 929
¢) wieksze od 20 i mniejsze od 50, 167 251 347 433 523 619 727 827 937

+ SR e . 173 257 349 439 541 631 733 829 941
d) wigksze od 50 i mniejsze od 100, ’

1.1. Liczby naturaine
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Rozklad liczby naturalnej na czynniki jest przedstawieniem tej liczby w po-
staci illoczynu liczb naturalnych wiekszych od 1. Na przyklad liczbe 52 mozna
rozlozy¢ na czynniki nastepujaco:

92=2-26, 52=4-13, 52=2-2-13

Ostatni z tych rozkladow jest rozkladem na czynniki pierwsze.

Twierdzenie

Kazda liczbe zlozona mozna rozlozy¢ na czynniki bedace liczbami pierw-
szymi. Istnieje dokladnie jeden taki rozklad (z dokladnoscia do kolejnosci
czynnikow).

Rozklad na czynniki pierwsze liczby zlozonej odbywa sie 150 | 3
zwykle w kilku krokach. Na przyklad dla liczby 150 mamy: 50 | 2

150=3:50=3-2:25=3-2-5-5 2519
Rozklad mozemy tez zapisa¢ tak, jak podano obok. ; 9

Cwiczenie 6
Podaj rozklady na czynniki pierwsze liczb: 99, 720, 770, 1024, 1323.

Praktycznym zastosowaniem rozkladu na czynniki pierwsze jest wyznaczanie
najmniejszej wspolnej wielokrotnosei dwdch liczb naturalnych — NWW oraz
najwiekszego wspolnego dzielnika - NWD.

Przykiad 2 120 | 2 54 | 2

Korzystajac z podanych obok rozkladow na cayn- 60 | 2 o7 | 3

niki pierwsze liczb 120 i 54, otrzymujemy: 30 | 2 913
15| 3 3|3

NWW(120,54) =2-2-2-3-3-3-5= 1080 ; 5 1

NWD(120,54) =2-3=6 1

Cwiczenie 7

Oblicz NWD(x,y) oraz NWW(x,y).

a) r =18,y = 30 gy =24, ="72 e) =284,y =105

b) =15, y = 50 d) z =144, y =192 f) =196, y = 420

Cwiczenie 8

Ile wynosi NWD(z,y) i NWW(z,y). jesli zaden czynnik wystepujacy w roz-
kladzie na czynniki pierwsze liczby naturalnej z nie wystepuje w rozkladzie
na czynniki pierwsze liczby naturalnej y7

1. Liczby rzeczywiste



Zadania

1.

7

czy€, korzystajac z opisanego
przez Euklidesa w .,Elemen-
tach” algorytmu, ktéry przed-
stawiono obok. Wykorzystuje
on fakt, ze dzielnik liczb na-

Ile jest liczb naturalnych mniejszych od 201 i podzielnych przez:

a) b, b) 8. c) 9, d) 117

Przedstaw liczbe n w postaci 58 + r, gdzie £ jest liczba naturalna, nato-
miast r jest jedna z liczb: 0, 1, 2, 3, 4.

a) n=239 b) n = 62 ¢) n=156 d) n =275

Czy liczbe n mozna przedstawi¢ w postaci 6k + r, gdzie k jest liczba na-
turalna, a r jest jedna z liczb: 1, 2, 37

a) n =46 b) n="T4 ¢) n=147 d) n =276

Podaj sume trzech kolejnych liczb nieparzystych. z ktorych pierwsza jest:
a) 2n+1, b) 2n — 1, ¢) 2n -5, d) 4n + 3.

Uzasadnij, ze iloczyn:
a) trzech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 6.
b) trzech kolejnych liczb parzystych jest podzielny przez 48,

¢) czterech kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez 24.

Oblicz wartosé %{[:J}} gdy:
8) B=2agle, =00 g e) = 8%H%7, y=385-7,
b)z=2%-3%.52%.17, y=2-3% 17, d) x=2-8:5% gp=3:6%7,
Czy wiesz, ze... START
Najwiekszy wspélny dzielnik (w"”’”'aj AL ”‘)
liczb naturalnych mozna obli- "

KONIEC
NWD(m.,n) =m

TAK

turalnych m i n jest réwniez L ¥
dzielnikiem roznicy tych liczb. mem=n e —m
Korzystajac z algorytmu Euklidesa, oblicz NWD liczb:

a) 48, 72, b) 360, 600, ¢) 253, 69.

1.1. Liczby naturalne
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Warto powtorzyc

Cechy podzielnosci liczb

Liczba naturalna jest podzielna przez:
= 2. gdy ostatnia jej cyfra jest jedna z cyfr: 0, 2, 4, 6. 8;
s 3, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 3;

= 5, gdy ostatnia jej cyfra jest 0 lub 5:

= 9, gdy suma jej cyfr jest podzielna przez 9.

1. Przez ktore z liczb: 2, 3, 5, 9 jest podzielna liczba:
a) 653925, b) 574038, ¢) 946030, d) 7492987

2. Podaj cechy podzielnosci liczby naturalnej przez 4 oraz przez 8. Sprawdz,
czy liczba x jest podzielna przez 47 Czy jest podzielna przez 87
a) 2=1T13592 b) x=0639044 c¢) x=480658 d) x = 817296

3. Przez ktora z liczb: 6, 12, 15 jest podzielna liczba:
a) 775584, b) 868470, c) 894665, d) 5014747

4. Dana jest liczba siedmiocyfrowa 3 150 57a, gdzie a oznacza cyfre jednosci.
Wyznacz te liczbe, jesli wiadomo, Ze jest ona podzielna przez:

a) 9, b) 6, ¢) 4, d) 8.

5. Nie wykonujac dzielenia, podaj, ktére sposrod liczb: 15, 45, 75, sa dzielni-
kami danej liczby.
a) 1155 b) 9825 ¢) 5165 d) 8235

Czy wiesz, ze...
Dana jest liczba naturalna a. Niech s, oznacza sume cyfr tej liczby znaj-
dujacych sie w jej zapisie na miejscach nieparzystych, a s, — na miejscach
parzystych. Liczba x jest podzielna przez 11, gdy liczba s, — s, jest po-
dzielna przez 11. Na przyklad dla liczby x = 6291 978 mamy:

8, =6+94+9+8=32, 5,=2+14+7=10
Liczba s, — s, = 22 jest podzielna przez 11, wige liczba x tez jest podzielna
przez 11.

6. Sprawdz, czy liczba x jest podzielna przez 11. Skorzystaj z podanej cechy

podzielnosci.

a) = 9191809 b) & = 13602479 c) *=8354311

14 1. Liczby rzeczywiste



1.2. Liczby catkowite. Liczby wymierne

—8 —5 —4 -3 —2 —1 0 1 2 3 4

=
=]

Liczby calkowite to liczby naturalne dodatnie: 1,2,3,4,..., liczby
do nich przeciwne: —1,—2,—3,—4.... oraz liczba 0. Zbior wszyst-
kich liczb catkowitych bedziemy oznaczac litera Z.

Kazda liczba calkowita jest albo parzysta. albo nieparzysta.

Zera oraz liczb ujemnych uzywano w Indiach w drugiej polowie
I tysiaclecia n.e. W Europie przyjely sie dopiero kilkaset lat poz-
niej. Wspolczesnie o8 liczbowa z zerem i liczbami ujemnymi wi-
dzimy w zwyklym termometrze, a reguly rachunkowe dotyczace
liczb ujemnych sa przedmiotem ¢éwiczen w szkole podstawowe].

Cwiczenie 1
Oblicz w pamieci. Wynik zapisz w zeszycie.
a) 42 —T78 ¢) —240- (-3)

e) 7-(—-4)—2-(-3)-(-5)
b) —47 — (—63) d) —342 + (—139) £) (-

) (=16)-(=2)—(-54) : (-9)

Dzialania wystepujace w powyzszym c¢wiczeniu: dodawanie, odejmowanie
oraz mnozenie sa zawsze wykonalne w zbiorze liczb caltkowitych. Inaczej jest
w przypadku dzielenia, gdyz same liczby calkowite juz nie wystarczaja, aby
zapisa¢ wynik. Np. po podzieleniu (—3) : (—=2) = % otrzymujemy ulamek.

Definicja

Liczby, ktére mozna zapisac jako iloraz ™, gdzie m i n sa liczbami calko-

nt

witymi (n # 0), nazywamy liczbami wymiernymi.

Zbior liczb wymiernych oznaczamy litera Q.
Zwroc uwage, ze kazda liczba calkowita jest liczba wymierna (dlaczego?).

Ulamki zazwyczaj przedstawiamy w mozliwie najprostszej postaci, a wiec
w postaci nieskracalnej. np.:
180 _ 183" 18 _ 3.%
180  48.3 ' 48 8.8
Po doprowadzeniu ulamka do postaci nieskracalnej licznik i mianownik to
liczby wzglednie pierwsze (nie maja zadnych wspélnych dzielnikéw catkowi-
tych z wyjatkiem liczb 11 —1).

Ulamek 71

jest nieskracalny.

|

Uwaga. Okreslenia dzielnik uzywamy rowniez w odniesieniu do liczb catkowi-
tych, np. liczba —6 ma nastepujace dzielniki: 1, —1, 2, =2, 3, —3, 6, —0.

1.2. Liczby catkowite, Liczby wymierne



Cwiczenie 2
Spmwdz'. czy ulamki x i y sa réwne.

— _ 36 | o 84 126
a) x=3, Y =5 b) =155 ¥ = 135 c) =156 Y = 336
Crzasami trzeba ulamek rozszerzy¢, na przyklad wtedy, gdy cheemy dodac lub
odja¢ dwa ulamki o réznych mianownikach.

Cwiczenie 3

Oblicz réznice ulamkéw % — =, biorac jako wspélny mianownik:

12 lﬁ‘

a) iloczyn liczb 121 18, b) NWW(12, 18).

CW'FIEHIE 4 Dzialania na liczbach wymiernych
Oblicz. s
a ¢ ad
5 ] 5 2 30 =1 — o
a) I —§—25 ©) 25-35+53 iy =g Gk
b) 63 —22-32 d)22+135-1 a_c_ad=be 0 44
b d hd '
Cwiczenie 5 a ¢ ac
ol b£0, d+#0
Oblicz. b d bd 4 7
; 1 27 : (T { vl
a) =25 (=) © —13-15:3 Zis=C.o== b£0, c#0,
T i o : b d b e be S

b} —JE 3 DTE {1) L)"E — «.J)E : (—26) o ?’:
Zadania
1. Jakim liczbom odpowiadaja punkty zaznaczone na osi?

a) _4 B C ¢) _G H i

11 13 3.'-_% ?%
D R a 4 . K L
O I e e A S — %« .
11 11

2. Oblicz

a) 12 —21 d) I+ (-2-3) g) 12 — (-22 +0.25)

b) 32 +22 e) —(—22)+ =L h) 12 — 3% —0,125

S 1 _ 1 9 11 AU 11

¢) 3= (—g—%) f) -1+ i) g—g—fz—%

AT T

3. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla x = 12, y=-—7,2=—3%

. T—y T+y—z N T—y+ 3z

a) Y — 2 b) Y+ z ¢) v+ y+ 3z

. 16 1. Liczby rzeczywiste



4.

10.

Uporzadkuj liczby: x. y, z w kolejnosci rosnacej.

iI— 01253 : .
El) .l-‘=?$? y=2§ 4% 3’—"3(—1?) Z=% 1.5:2.7H ('—*1];)
2§ : 3 - 22 ; i 1 8- 3
b g = —L— 3 9= 2 .93 o
) 2 6 - (-5) +1% ¥ 21 2% 2=2 12 4 %
Oblicz.
3ts 2 6 3 3 5 0,9 1
a) 51 + (3% —433) - (0753 e) §— (14 55— 57): (-3)
h} 2. 0.8 3 f—2)2 (_li) f} '%_87.1‘1 2 (_i)
3 R=2)% 5 2 2y2 3 27

Uzasadnij. ze nie istnieje trojkat o bokach dlugosei x. y i z.

2 2
W o=t (-1, y=4-(-4), =GP+ (-
11 S 1141
- -7 F+1

Czy wiesz, ze...

Kazdy ulamek postaci %, gdzie
n jest liczba nieparzysta, mozna
przedstawic jako sume:

Ulamki postaci +

!

naturalna dodatnia, nazywamy ulam-
kami egipskimi. Przeczytaj informacje

gdzie n jest liczba

obok i przedstaw ulamek jako sume 2 1y 'zl;
#ow # . . n L
réznych ulamkow egipskich. dla:
9 1 9 A 2 = %]’ h= L;ll
E'I.) 11 .}} 17 (.) 31
T O S B )
Uzasadnij wzér - — —5 = == gdzie n > 0 jest liczba naturalna, a na

stepnie oblicz:

1 1 1 1 1 1 1 1 1

l-2+2-3+3-4+4-5+5-ﬁ+6-?+?-8+8-9+9-1{.‘l

Woda plynaca z krandéw: A, B i (' moze napelni¢ basen w ciagu 6 go-
dzin. Woda plynaca tylko z kranu A napelnia w ciagu godziny ﬁ basenu.
a tylko z kranu B — é basenu. Ile czasu trwatoby napelnianie basenu woda
plynaca tylko z kranu C7

Woda plynaca z kranu A napelnia zbiornik w ciagu 6 godzin. By napelni¢
ten sam zbiornik woda plynaca tylko z kranu B, potrzeba 9 godzin. Ile
czasu zajmie napelnienie zbiornika, jesli kran B odkrecono 4 godziny po
odkreceniu kranu A7

1.2. Liczby catkowite, Liczby wymierne
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1.3. Liczby niewymierne

W VI wieku p.n.e. Greey sformulowali twierdzenie znane obecnie jako twier-
dzenie Pitagorasa.

W tréjkacie prostokatnym suma kwadratow dlugosci przy-
prostokatnych jest réwna kwadratowi dlugosci przeciwpro- ¢ b

stokatnej:
&2 + bg s Cﬂ il

Twierdzenie to mialo istotny wplyw na rozwdj pojecia liczby. Rozpatrzimy
trojkat prostokatny o przyprostokatnych dlugosci 1.
Zgodnie z twierdzeniem Pitagorasa: ¢2 = 12 + 1% = 2, czyli
c= 2 (przekatna kwadratu o boku 1 ma dlugosé V2).
Mozna udowodnié, ze /2 nie jest liczba wymierna. Liczby,
ktore nie sa wymierne, nazywamy liczbami niewymiernymi.

Stwierdzenie, 7e /2 jest liczba niewymierna. oznacza, ze liczba ta nie jest

réwna zadnemu wlamkowi =, gdzie m i n s liczbami calkowitymi oraz n # 0.

Tam, gdzie jest to potrzebne. korzysta sie z odpowiednio dokladnych przybli-
zeni. Na przyklad 2 ~ 1,4142135623730950488.

Innymi przykiadami liczb niewymiernych sa: V3, V5, v10.

Ogdlnie, dla dowolnej liczby naturalnej n liczba /n jest albo liczba naturalna
(gdy jest kwadratem liczby naturalnej, np. V81 = 9), albo liczba niewymierna.
Np. V82 nie jest liczba naturalna, gdyz 9 = v/81 < v/82 < V100 = 10, jest
wiec liczba niewymierng. Analogicznie jest dla pierwiastka szesciennego (np.
V8=2 a9 jest liczba niewymierna).

Cwiczenie 1
Wirdd ponizszych liczb wskaz liczby niewymierne.

a) V7, V9, V16, V18, V44, V144 b) V1, V2, V10, V16, V25, V27

W dowodzie niewymiernoéci liczby 2 wykorzystamy nastepujacy fakt: jesli
liczba 2 jest dzielnikiem liczby n. to w rozkladzie na czynniki pierwsze liczby n?
wystepuje ona parzysta liczbe razy, np.:
182 =18-18=(2-3-3)-(2-3-3) = m-fj-ii-ii-&
dwukrotnie
56% =56+56=(2:2:27)+(2:2+2-7)=2+2+2:2:2:2:T+7

sgesciokrotnie

1. Liczby rzeczywiste



Dowéd niewymiernoéci liczby /2
0T T e 1 167 w1 1@ 1676 i -1 m e lrars
Przypusémy, ze /2 jest liczbg wymierna. czyli istnieje ulamek = (gdzie
m i n sa liczbami calkowitymi, n # 0) taki, ze:
2

T . T
V2= = czyli 2 = —

n<

wtedy 2n? = m®

Zauwazmy, ze ostatnia réownosc¢ nie moze zachodzi¢, gdyz oznaczalaby ona,
ze przy rozkladzie na czynniki pierwsze liczba 2 wystepuje parzysta liczbe
razy po stronie prawej i nieparzysta liczbe razy po stronie lewej. Otrzy-
maliSmy sprzecznosé, a wiec przypuszczenie, ze V2 mozna wyrazié jako
ulamek =, bylo falszywe (z prawdy nie moze wynika¢ falsz). Zatem V2
jest liczba niewymierna.

Dow6d niewymiernosci 2 jest dowodem przez sprowadzenie do sprzecznoéci
(reductio ad absurdum). Ten sposéb rozumowania polega na wykazaniu, ze
przyjecie prawdziwoscl jakiegos zdania prowadzi do sprzecznosci. Zatem musi
by¢ prawdziwe zdanie przeciwne.

Inne przyvklady liczb niewymiernych Prockatra picciokata foremiiego

otrzymamy, jezeli zauwazymy, ze suma o boku dlugosci 1 ma dlugogé
liczby wymiernej i niewyvmiernej jest réwng 14+V5  Jest to liczba nie-
liczba niewymierng. Podobnie iloczyn wymierna.

liczby wymiernej réznej od zera i liczby
niewymiernej jest liczba niewymierna.

Dlatego na przyklad liczby:
3+V7, V13, 1-2V17, 2v3-1
sg liczbami niewymiernymi.

Cwiczenie 2
Czy liczba x jest niewymierna?

a) v =3V6—1 b) z = V16 4 214 ¢) r=1v4- /121
Cwiczenie 3
Podaj przyklad dwdéch réznych liczb niewymiernych. ktérych:

a) suma jest liczba wymierna. b) iloczyn jest liczba wymierna.

Uwaga. Oprocz liczb niewymiernych, ktore sa pierwiastkami kwadratowyimi
lub szesciennymi, istnieja inne liczby niewymierne, np. znana z geometrii
liczba .

1.3, Liczby niewymierne 19



)

Zbior wszystkich liczb wymiernych i nie-
wymiernych nazywamy zbiorem liczb
rzeczywistych i oznaczamy litera R.

liczby liczby catkowite
Uwaga. W dalszym ciggu, jezeli nie napi- e TisoRe
szemy inaczej, przez liczbe” rozumied be- T

dziemy .liczbe rzeczywista”.

liczby
wymierne

Zadania
1. Wsrdd ponizszych trzech liczb wskaz liczbe niewymierna.

a) V4, V64, /164 b) v25, V125, v/225 ¢) V169, v/256, /286

2. Jakiej liczbie odpowiada punkt P zazna- )
czony na osi liczbowej? Czy jest to liczba Konstrukeyjne wyznaczenie
. o na osi liczbowej punktu od-
wymierna’ e e
powiadajacego liczbie /2
a) b) .
b
\ \
\ \ 1
IF————== -
/ y / |
I [ 5 :
Ji B 1L ¥
o 27 0 37 V2
3. Dany jest prostokat o bokach x 1 y. Czy dlugosé przekatnej tego prostokata
wyraza sie liczba wymierna?
a) r=2,y=4 ¢} 2=6,y=38 e) x=5,y=12
b)x=3,y=4 d) z=8,y=10 f) z=T7,y=24
4. Korzystajac z podanych przyblizen, sprawdz, czy nieréwnosc jest praw-
dziwa (nie uzywaj kalkulatora).
Fo 202 1..4].‘-1:
a) V2+vV3>3 ¢ 2V2+vV5>5 e 4-2/3< 2 gwl_m
b) VB+v3>4 d) vVE-V3<i f) B2 3 V5 = 2,236
5. Podaj najwieksza liczbe naturalna n taka, ze (7 =~ 3,14):
a) n < 2w+ 5, b) n <w? -1, ¢) n? < 10w — 7.
6. Dane sa liczby niewymierne: p. g, r, s.

p=3-2v3 g =23 r=2%/3-17 s="T7v3
Wybierz dwie sposrdd tych liczb tak, aby:
a) ich suma byla liczba wymierna,  ¢) ich iloczyn byl liczba wymierna,

b) ich réznica byla liczba wymierna, d) ich iloraz byl liczba wymierna.

1. Liczby rzeczywiste
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10.

Na rysunkach przedstawiono tréjkat réwnoboczny, kwadrat i szesciokat
foremny. Obwod ktorego z tych wielokatéw wyraza sie liczba wymierna?

7 /R

A

Przeprowadzajac rozumowanie analogiczne do dowodu niewymiernosci
liczby /2, udowodnij, ze liczba x jest niewymierna.

a) o= V3 b) z =5 ¢) =16
Przeczytaj podany w ramce przyklad.

lNoczyn dowolnej liczby niewymiernej = i liczby caltkowitej & # 0 jest
liczba niewymierna.

Dowoéd. Zaloézmy — przeciwnie — ze istnieja liczba niewymierna x oraz
liczba calkowita k s 0 takie, ze illoczyn k-x jest liczba wymierna. Ozna-
cza to. Ze istnieja liczby calkowite m i n (n # 0) takie, ze k-2 = =.
Wowezas @ = 5. z czego wynika, ze x jest liczba wymierng. Otrzy-
malismy sprzecznosé, a zatem iloczyn k - x jest liczba niewymierna.

Udowodnij, ze:
a) iloczyn dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w # 0 jest
liczba niewymierna.
b) suma dowolnej liczby niewymiernej x i liczby wymiernej w jest liczba
niewymierna.

Miedzy dwiema réznymi liczbami rze-

Przeczyta) podane obok twier- czywistymi na osi liczbowej znajduja

dzenie. Podaj przyklad liczby e . e
) . _‘ e * sie liczby niewymierne.
niewymiernej x takiej, ze:

a) 1w % b) 0,01 < x < 0,02, c¢) 5,001 < x < 5,002.

Uzasadnij. ze jesli przekatna szescianu ma dlugosé 3, to jego pole po-
wierzchni wyraza sie liczba wymierna, a objetosé - liczba niewymierna.

Uzasadnij. ze wérod dzielnikdéw liczby 12 sg takie liczby: a, b. ¢, ze dlugosé
przekatne] prostopadloscianu o krawedziach dlugosci: a, b, e, jest liczba
wymierna.

1.3, Liczby niewymierne
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1.4. Rozwiniecie dziesietne
liczby rzeczywistej

Ulamki o mianownikach: 10, 100, 1000, ... (czyli mianownikach bedacych

potegami liczby 10) nazywamy utamkami dziesietnymi. Moga one by¢ zapisane
7 i > P E. i o Lr |

na dwa sposoby: 7= = 0,15; 5 =0,037; 5 = 5,7.

Zapis po prawe] stronie nazywamy postacia dziesietnag
lub rozwinieciem dziesietnym liczby. Aby uzyskac postac
dziesietna liczby wymiernej., wykonujemy dzielenie. Na
przyklad dla liczby I—l‘ otrzymaimy:

B =13:4=325

Takie rozwiniecie liczby nazywamy skonczonym.

Dla liczby ﬁ w wyniku dzielenia otrzymamy:
L = (),166666666 . . .

i3
Takie rozwiniecie zapisujemy w nastepujacy sposob:

1 =0,1(6)

[§]

1 »r r —L r mr 1 o r ..'! - .' o T H RE
Dla liczby = w wyniku dzielenia otrzymamy: By chillcasnineh na Hees

3 — 0571428 571428 571428 . .. bach podanych w postaci
' dziesietnej wygodnie jest
co zaplszemy % = (,(571428). korzystaé z kalkulatora.

W rozwinieciu dziesietnym nawias oznacza powtarzanie si¢ nieskonczenie wiele
razy zapisanej w nim grupy cyfr. Taka powtarzajaca sie grupe cyfr nazywamy
okresem. Liczbe cyfr wystepujacych w okresie nazywamy dlugoscia okresu.

Cwiczenie 1
Przeczytaj podany w ramce przyklad,

a nastepnie przedstaw liczbe w postaci Przedstaw liczbe E‘L w postaci
dziesigtnej. dziesietnej.

a) ©) % °) T3 6 _ 6 .4_ 20 _ngoy

by L ) L3 £y AT 25 24 100 ¥

) 3 d) 55 ) 250

Cwiczenie 2

Jaka cyfra znajduje sie na dziesiatym, a jaka na dwudziestym miejscu po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby?

a) 0,(1234) b) 5,(732) c) 2,6(435) d) 0,32(1410)

I -2 1. Liczby rzeczywiste



W tabeli ponizej podano dlugosci okreséw rozwinie¢ dziesietnych nieskracal-
nego ulamka = dla wybranych wartosci n.

n 7T |11 (13|17 |19 | 23|29 | 31 | 37 | 4
dlugos¢ okresu 6 2 6 |16 | 18 | 22 | 28 | 15 | 3 !

Cwiczenie 3
Uzasadnij, ze jesli ulamek =, gdzie m, n sa naturalne oraz n # 0, ma rozwi-
niecie okresowe, to dlugosé okresu jest mniejsza od n.

Wskazowka. Liczba roznych reszt prey dzieleniu liczby m przez liczbe n jest mniejsza od n.
Twierdzenie

Kazda liczbe wymierna mozna zapisa¢ w postaci dziesietnej skonczonej
lub okresowej.
Kazde rozwiniecie dziesietne okresowe przedstawia liczbe wymierna.

Uwaga. Rozwiniecia dziesietne nieskonczone nieokresowe przedstawiajag liczby
niewymierne, np. (0,101001000100001...

Cwiczenie 4
Ktore z podanych nizej liczb maja rozwiniecia dziesietne nieskonczone nie-
okresowe?

a) VB, VTG, \[1, /3 /%

W 2002 roku Yasumasa Kanada wy-
znaczyl za pomoca komputera liczbe
m 7 dokladnoscia do ponad biliona
cyfr po przecinku. W praktyce wy-
starczaja znacznie mniej dokladne
przyblizenia.

B Reguta zaokraglania

b) B, V9, V16, /33, /L

3,141559265358979323846264338327950288419
T169399375105820974544582307816406286208
9986280348253421170679821480865132823066
4709384460955068223172535040812848111745
0284102701938521106559644622948954930381
96442881097566569334461284766482337T867831
6527120190914564856692346034861045432664
8213393607260249141273724587006606315588

Do przyblizenia liczby w postaci dziesietnej zwykle stosujemy regule zaokra-

glania, ktora polega na odrzuceniu koticowych cyir tej liczby i zastapieniu ich

zerami:

— gdy pierwsza z odrzuconych cyfr jest: 0, 1, 2, 3, 4, to ostatnia z zachowanych
cyfr pozostawiamy bez zmian;

— gdy pierwsza z odrzuconych cyfr jest: 5, 6, 7, 8, 9, to ostatnia z zachowanych
cyfr zwiekszamy o jeden.

1.4, Rozwiniecie dziesietne liczby rzeczywiste)
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Cwiczenie 5
Zaokraglij do liczby calkowite;.
a) 20,9813 b) 19,901 c) 0,401 d) 1,099 e) 2,49957

Gdy przyblizenie liczby jest od niej mniejsze, to méwimy o przyblizeniu z nie-
domiarem. Natomiast gdy przyblizenie liczby jest od niej wieksze. to méwimy
o przyblizenin z nadmiarem.

Cwiczenie 6

Podaj przyblizona wartos¢ 7 z doktadnoscia do n miejsc po przecinku. Czy
jest to zaokraglenie z nadmiarem, czy z niedomiarem?

a) n==6 b) n=>5 c) n=4 d)n=3 e) n=2

Blad przyblizenia jest rowny roznicy liczby i jej przyblizenia.

Cwiczenie 7
Zaokraglij liczbe do dwdch miejsc po przecinku. Podaj blad przyblizenia.

a) 6,7824 b) 8.4653 ¢) 7,8951 d) 9.9962 e) 5,9039
Zadania
1. Na podstawie podanych obok informacji znajdz : -
rozwiniecie dziesietne liczby. 5 = 0,:33333333....
a) ¢ c) = e) i 5 = 0.16666666 . ..
5 i ERES b
])) E}ﬁ d) 500 f) ;]]'E 9

2. Jaka cyfra znajduje si¢ na dwunastym. a jaka na dwudziestym piatym
miejscu po przecinku w rozwinieciu dziesietnym podanej liczby? Zaokraglij
te liczbe do trzech miejsc po przecinku.

a) 1,(046) c) 7.0(037) e) 2,86(345)
b) 0,3(25) d) 9.(3486) f) 3,123(5037)

8. Znajdz cyfry a i b liczby o rozwinieciu okresowym 7.19(1ab693), jesli wia-
domo, ze w tej liczbie na jedenastym miejscu po przecinku wystepuje cy-
fra 3, a na dwudziestyim drugim cyfra 6.

4. Na podstawie podanego obok twier- _ . _
Ulamek nieskracalny = ma rozwi-

dzenia odpowiedz. czy rozwiniecie . _
! ' : ¢ niecie dziesietne skoficzone wtedy

dziesietne ulamka jest skonczone. i tylko wtedy, gdy n = 2% . 5! dla
633 137 N 6561 11111 pewnych liczb naturalnyeh & i [
a) 320 b) 0 ©) 22400 d) 51 200

. 1. Liczby rzeczywiste



5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Przedstaw liczbe 0.(12) w postaci ulamka zwyklego.
2=10,121212...

o Obie strony rownania mnozvimy przez 100, aby prze-
1002 = 12121212 ... sy ¥y 1 Y1
cinek znalaz! sig za pierwszym wystapieniem okresu.

100z =124+
99 = 12
oy
T 99 33

Przedstaw liczbe w postaci ulamka zwyklego.
a) 0,(36) b) 3.(72) c) —6.(24) d) 0.(9) e) 41,7(9)

6. Liczby x = 0.(6) i y = 4,(36) przedstaw w postaci ulamka zwyklego,
a nastepnie oblicz: x +y, 2* —y, z + .

7. Wyznacz cyfry x i y liczby o rozwinieciu okresowym 0,(122y3), jesli wia-
domo, ze cyfra znajdujaca sie na miejscu dwudziestym trzecim po prze-
cinku jest dwukrotnie wigksza od cyfry znajdujacej sie na miejscu dwu-
dziestym drugim i trzykrotnie mniejsza od cyfry znajdujacej sie na miejscu
dwudziestym czwartym.

8. a) Odgadnij regule, zgodnie z ktéra zostaly wypisane kolejne cyfry roz-

winiecia dziesietnego liczby 0,10110111011110. .., a nastepnie podaj szes¢
nastepnych cyfr jej rozwiniecia. Czy jest to liczba wymierna?
b) Odgadnij regule, zgodnie z ktéra zostaly wypisane kolejne cyfry roz-
winiecia dziesietnego liczby 0,12345678910111213 ..., a nastepnie podaj,
jaka cyfra wystepuje na 31. miejscu po przecinku w tym rozwinieciun, Czy
jest to liczba wymierna?

9. Pieciokat foremny o boku 1 ma przekatna o dlugo-
sci -j-i'_;"i?- ~ 1.6180. Liczba -I—Jr-,&-}"—fg jest nazywana zlota
liczbg (patrz str. 61). Jej coraz lepszymi przyblize-
niami sa ulamki tworzone w nastepujacy sposob: jako
pierwszy bierzemy dowolny ulamek §, gdzie a, b sa
liczbami naturalnymi oraz a > b > 0. Nastepny ma
i:—b, a kazdy kolejny powstaje z poprzedniego w analo-
giczny sposob. Na przyklad, jesli weZzmiemy a = 51 b = 4, to otrzymamy:
9 14

<. =. & itd. Wyznacz pierwszych osiem takich ulamkéw i sprawdz, ktére

z nich przyblizaja zlota liczbe z dokladnoscia do 0,005.

wowcezas postac
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Diugosc okregu. Liczba m

Juz Archimedes wiedzial, ze dlugosé¢ okregu mozna wyznaczyé z dowolng do-
kladnoscia, rozpatrujac wielokaty foremne wpisane w okrag oraz na nim opi-
sane. Wraz ze wzrostem liczby bokow wielokatow foremnych ich obwody daja
coraz dokladniejsze przyblizenia dhugosci okregu.

O O

@ 1. W tabeli podano diugosci bokéw wielokatow foremnych wpisanych w okrag

i

o promieniu 1. Dla kazdego wielokata podaj dlugosc jego boku oraz polowe
obwodu z dokladnoscia do czterech miejsc po przecinku. Dla ktorego z tych
wielokatéw dlugosé polowy obwodu rézni sie od liczby 7 o mniej niz 0,017

Wielokat foremny Dlugosé boku
kwadrat V2
8-kat 2 -2

16-kat V2- V2T V2
32-kat \/2 2+ v2+ V2

64-kat V—ﬁ+ﬁ+ﬁTﬁ

Istnieje wiele wzorow, za pomoca ktorych mozna otrzymad przyblizenie
liczby 7. Oto dwa z nich:

=iz Do g S B R | - wzdor Wallisa

wzor Leibniza

I
i
I
e
|
I
|
_I_
o | =
I
|
e
|
I
|
_I_
|
|

=3 s

Powyzsze wzory sa jednak malo praktyczne — np. aby otrzymac cztery cyfry po
przecinku w rozwinieciu dziesietnym liczby 7, korzystajac ze wzoru Leibniza,
nalezy zsumowac ponad 100000 skladnikow.

2. Znajdz informacje na temat innych wzoréw pozwalajacych otrzymac przy-
blizenie liczby .

1. Liczby rzeczywiste



1.5. Pierwiastek kwadratowy

Przypomnijmy definicje pierwiastka kwadratowego.

Definicja

Va=b gdyb’=aib>0

Pierwiastkiem kwadratowym (drugiego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy taka liczbe nieujemna b, ktérej kwadrat jest rowny a.

Przykiad 1
v36 = 6. bo 62 = 36 Zwroé uwage na to, ze /36 nie jest réwny —6,

chociaz (—6)° = 36, poniewaz w definicji zalozylismy,

- : ze plerwiastek kwadratowy jest liczba nieuj a.
0.16 = 0.4. bo (“14)_2 — 016 ze pierwiastek kwadratowy jest liczba nieujemna

VOi=0,bo0?=0

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) V144 d) V625 g) V1,21
b) V225 e) V2500 h) /3,61
) V324 f) /8100 i) V441

Ma miejsce nastepujaca wlasnosc:

Dla dowolnej liczby rzeczywistej:

\/E={ a gdya=0

—a gdy a <0

Stad /52 = 5 oraz \/(—=5)2 = 5.

Cwiczenie 2
Oblicz.

a) v32 b) /(—3)? ¢) v/ (—9)2 d) +/(—1,2)2

Wyznaczenie pierwiastka kwadratowego z liczby nieujem-
nej odpowiada wyznaczeniu dlugosei boku kwadratu, gdy
znamy jego pole (P = a?, wiec a = V P).

Cwiczenie 3
Oblicz obwéd kwadratu o polu: a) 3,24 em?, b) 1024 em?.

11 = 121
122 = 144
13% = 169
14% = 196
16% =225
16% = 256
172 = 289
182 = 324
19? = 361
20% = 400
217 = 441

frredresnbrarehessdesrrbeen
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i

Przy odpowiednich zalozeniach (jakich?) prawdzi-

we sgq podane obok wzory.

Pierwiastek iloczynu
va-b=+a- Vb

Pierwiastek ilorazu

Przyktad 2
a) VA9 144 = VA9 - VIdE = 7-12 = 84 \/Lﬁ
b) V125 -v2=V125-2=25=5 b Vb
Cwiczenie 4
Oblicz.
)¢4-81 \/25-0,35, Vv0,00-361 ) v2-v8, v6-v1,5, vV2-v/5-V10
Zadania
1. Oblicz.
a) V121 + v49 — /225 d) v3.61 — /1,21 — /0,09

b) V196 — v/169 — /144

¢) V0,25 + 1,44 + 6,25

2. Uzasadnij, ze:

2AVI+ /5,

b) \/Q_%#V@—F\/;

a1 ] G
e) \iw T\ 1w~ V3

) 4k #VE+ /b

3. Znajdz wszystkie liczby naturalne n takie, ze:

a) V2 < n < /33,

4, Wylacz czynnik przed pierwiastek.

a) V18 c¢) V48 e) V108
b) v24 d) v/96 f) /252
5. Doprowadz do postaci av/2.
a) 4v2+ V8 c) V184198
b) V32 — 32 d) /200 —

6. Doprowadz do postaci av/b.

a) V5 + /20
b) V48 — 27

1. Liczby rzeczywiste

b) V10 < n < V140,

c) V12 + /75
d) V45 — /125

¢) V80 < n < v/300.

g}\/m \/_ 16-5 =
h) V450 = V18-/5=4v5

e) VI8 + V72 + /242
f) V800 + /242 — /162

e) 0,250+ 0,872 —0,3v/32
f) 3201 180

45— 5



10.

11.

g b

13.

14,

Usun niewymiernos¢ z mianownika, postepujac tak, jak w przykladzie.

V2 N 5
a}fﬁ ) V& ®) 8 3 V5 _ 8/
1 4 _3_ V5~ V5 VB b
h)v’ﬁ rl}gﬂ f) T

Usun niewymiernosé¢ z mianownika. Podaj przyblizona wartos¢ wyrazenia

(przyjmij V2 = 1.4).

8+v2 6—3v2 5v/2-10
a) 7 b) =7 ¢) =17
Oblicz.
a) V12-/3 ¢) VI0-v40  e) Vv28-y63  g) v30-480
b) V328 d) V18-v50  f) V45-1/20 1) V80 - /180
(Jl:nliw
) V/54 - /350 b) VOB - /375 ) V52 - /363 d) Va8 - /162
§F21 NED “ 730130 72+ V135

Wykonaj dzialania.
a) 2v/3 (V27 + 3v/6 — 2/3) ¢) V3(V6-v2) + =(V3-2v2)
b) 3v2 (2v/6 — 4V8 + V18) d) VIO (V5 +2v3) - Y/

Oblicz pole trapezu.

SO b) 2V ¢)

: V50
LTS | 2v6
) VE
N B \ £
3v3 42 V18

Oblicz obwéd i pole tréjkata prostokatnego, ktérego przyprostokatne maja
dlugosci z i y.

a) =32, y=4v2 b) J:=2\/2_?_.y:4\/ﬁ c) T =2v10, y = V50

Na rysunku obok przedstawiono spirale
Teodorosa. Pokazuje ona, jak konstruk-
cyjnie wyznaczy¢ odcinek o dlugodei /n,
gdzie n > 1 jest liczba naturalna, gdy

dany jest odcinek o dlugosci 1. Opisz, jak
za pomoca cyrkla i linijki skonstruowac
odecinek o diugosei:

a) V17, b) v/38.

1.5. Pierwiastek kwadratowy 29 I
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jest réwna 5 cm. Zapisujemy to nastepujaco v/125 = 5.

1.6. Pierwiastek szescienny

Rozpatrzmy zagadnienie polegajace na wyznaczeniu diu-
gosci krawedzi szescianu o danej objetosci V. Na pray-
klad dlugosé krawedzi szedcianu o objetosci V = 125 em®

Mowimy, ze liczba 5 jest pierwiastkiem trzeciego stopnia
z liczby 125.

Definicja
Pierwiastkiem sze$ciennym (trzeciego stopnia) z liczby nieujemnej a na-
zywamy taka liczbe b, ktéra podniesiona do trzeciej potegi jest réwna a.

va="b, gdy b’ =a

Przykiad 1
Podaj pierwiastek trzeciego stopnia i uzasadnij odpowiedz.
a) v8=2 bo2°=8 ¢) ¢E =2 bo ({i)i =2
b) V0=0,bo 0°=0 d) V0,216 = 0,6, bo 0,6 = 0,216
Przykiad 2 |
Oblicz dingosé¢ krawedzi szeScianu o objetosci 27. ]I
Objetosé¢ V szedcianu o krawedzi dlugoscei a jest réwna a?, /J" T
wiee a = V'V, czyli a = ¢27 = 3. d a

{1
Cwiczenie 1
Oblicz diugos¢ krawedzi szeScianu o objetosci V.
a) V=1 b) V=64 c) V=216 d) V = 8000
Cwiczenie 2
Oblicz. korzystajac z informacji podanych obok. _

8% = 512

ﬂ.) 'I.,H.r‘ 512 'I."') '\u,f 1351 E!) ‘q,H,-" 1.3-_‘}1 93 = 729
. = Qe
b) ¢ % d) ¢ ?'_isi f) aa‘% 11 1331

1. Liczby rzeczywiste



V&=
(¢a)’ =a

W obliczeniach wykorzystujemy podane ponizej wzory na pierwiastek sze-
scienny iloczynu i pierwiastek szescienny ilorazu. Sa one analogiczne do wzo-

odwrotnym do podnoszenia do tlyulm potegi.

Na przyklad ¢/(11)® =11 oraz (\‘/5) =9,

Obliczanie pierwiastka trzeciego stopnia jest dzialaniem I

row dla pierwiastka kwadratowego.

Przykiad 3
a) v/0,001 - 343 = v0,001 - v343 =0,1 -7 = 0,7

i oy

b) Y58 = /886 = {343 =7

Pierwiastek iloczynu
Yab=Ya- Vo

Pierwiastek ilorazu

Cwiczenie 3 Jfa _ Va
Oblicz.

a) V827 ¢) V28-V98 e) {/E - /i

b) V5-V25 d) f) VEJ Gl

Cwiczenie 4
Przeanalizuj podany przyklad. Na jego podstawie usun niewymiernosé z mia-
nownika podanego ulamka.

_ 3 %2 _3¥4a_s3¥i_ 3V
V2 Va V24 V8 2

‘&‘ 3
Il

a) 7 b) 7 c) 3

M Pierwiastek nieparzystego stopnia z liczby rzeczywistej

W przeciwienstwie do definicji pierwiastka kwadratowego, definicje pierwiast-
ka szesciennego mozna rozszerzyc na liczby ujemne.

Na przyklad: v/—1=—1, bo (-1)*=—-1; /-8 = -2, bo (—2)° = -8.
Definicja

Pierwiastkiem trzeciego stopnia z liczby rzeczywistej a nazywamy taka
liczbe b, ktora podniesiona do trzeciej potegi jest rowna a.

Va=>b, gdy b =a

Cwiczenie 5
Oblicz.

) Y27  b)Y6d o Y=1®  d) y-% ¢) /160

1.6. Pierwiastek szescienny
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Ogolnie dla pierwiastka n-tego stopnia mamy nastepujace definicje:

Jesli n jest liczba parzysta. to dla
dowolnej liczby nieujemnej a:

Jeshi n jest liczba nieparzysta, to
dla dowolnej liczby rzeczywistej a:

Va=b. gdy b" =a

Cwiczenie 6

Va=b, gdy b" =a

Oblicz.
a) V81 ¢) v0,0016 e) V729 g) V256 ) V1024
b) /=32 d) v/=0,00001 f) V-1 h) /—128 §) V=512
Zadania
1. Podaj wartosé pierwiastka.

a) {/3 o) /% ) A g) (/28

b) /& d) /5 [ oz h) /1212
2. Oblicz.

a) V125 + /8 ¢) V1000 + v/27
b) V125 — /64 d) V/512 — /216

Wytlacz czynnik przed pierwiastek.

a) v32 b) V250 c) V135
Wilacz czynnik pod pierwiastek.
a) 23 b) 3¢/2 c) 6v/2

Sprawdz, czy prawdziwa jest rownosc.

) 22 =225 b) 28 — ¥/0,08

5&;’“

e) 0,125+ /0,001
f) V0.027 + V0,008
d) V375 e) V108

d) 4v/10 e) 6v/5

6. Ktora z podanych liczb jest wieksza: x cay y?

e T o x i

e 125 oy — Ff2T R 216 ay — 3135

H) L= %ﬁ' Y= ‘.1,! = C) €T = T y= \/ 390
; __ ¥1000 __ a/ 3000 I\ e — 0,064 V0,081
I)J 1= 72T ° - 51 d) L= Toam V0,192

7. Porownaj liczby.

a) 4¢2 i 2v/4 b) 395 i 2¥15

I 22 1. Liczby rzeczywiste



Uzasadnij. ze podana liczba jest liczba naturalna.

a) V3% + 43+ 53 c) v14% —132 e) v12-v/18

b) V13 + 63 + 83 d) V112 + /64 f) ¥24. Y72

. Objetosé prostopadloscianu o wymiarach x cm x y em X 2z em jest rowna
objetosci pewnego szescianu, Oblicz dlugosé krawedzi tego szescianu,

al =4 y=4, 2=32 b)z=16,y=20,2=25

. 7 trzech szeSciennych klockéow zbudowano wieze. Oblicz wysokosé wiezy.,
jesli jej objetos¢ jest rowna objetosci prostopadloscianu o wymiarach:

a) 4 em x 6 em x 16 cm, b) 6,25 cm x 7.5 em X 8 em.

. Wlacz czynnik pod pierwiastek.

a) 3v/2 b) 5v/4 ¢) 4v/2 d) 104/0,01 e) 2V/5

. Oblicz.

a) V/16 + V&1 + /256 + v/625 e) 24/ — 3¢/ 5%

b) v2- V8 — V27 v/3 + v/10000 f) 60,0625 — 30,0081
6 muu afv i 6/ 6 1 af 1

() \/_ \/1_ ﬂUUl \/E g) \/EE_ \/;_\/;

d) /8- /32— Y1024 + /1024 h) V1000000 + v/256

. Oblicz.

a) v/250 - V40 + /375 - V135 ¢) v/405- v/1875— v/108- v/T2

53 : 5l 275 5 500 5/ HbG 5f 20
b) /506 {15 — {5 V15 d) i Vo t Vi Ve

. Oblicz.
a) v/—8000 b) +/—=0,001 c) - d) ¢/—3z

. Oblicz.
a) 2¢/—1 — =27 ¢) \/g_ o/ —210 8 28 200
b) /i +¢=01%  d) L -y f) LA 4 I

. Uzasadnij, ze iloczyn xyz réwna sie zero.

a) = /=32 — /16, yzﬁ—?%, z = V1024 +2¥/—1
b) z=+v32— V81, y=v-32- V81, z=V-1+V1

c) x=vA0— V2, y= 81 — 243, z = =11+ V11

1.6. Pierwiastek szescienny



1.7. Potega o wyktadniku catkowitym

Przyktad 1

Zalozmy, ze mamy pare krolikow oraz ze liczba krélikow podwaja sie co pol

roku. Ile krolikow bedziemy mieli po 5 latach?
2.2.2.2.2.2.2.2.2.2.2=21=2048

10 pélrocenych okreséw

Przypomnijmy definicje potegi o wykladniku naturalnym.
Definicja
Dla liczby naturalnej n > 1 potega a" nazywamy iloczyn n czynnikow
rownych liczbie a:
H_,,-t-.*:.fklﬂclnik potegi

a” = a-a-0u.. 0

e

W
ni czynnikow

podstawa’ potegi

Przyjmujemy réwniez, ze: a' = a oraz a” = 1 dla a # 0.

Uwaga. Nie definiujemy wartosei 0V.

Przyktad 2
513 i > 5 3 Przydatna jest umiejetnosé roz-
a) (_E) - (_?) : ("_E) ' (_“'a) = T 77 poznawania niektorych poteg
ingk 4 3 4 gl 3 Liczb: 2.3, 4, 5.
) 3) =43 354=%
ff) (ng] i __3 n A o 4" o™
d) 345° = 1 o I O (O
2 4 9 16 25
Cwiczenie 1 3 | 8 |27 | 64 | 125
Oblicz. 4 | 16 @ 81 | 256 | 625
a) 02 g3 0t
a) 9%, 9% 9 5 32 243 104
312 3\ (34 T
b) ()", (2) (3) 6 | 64 720
) (=88 () b | JF8
8 256
Cwiczenie 2 9 | 519
Uporzadkuj liczby w kolejnodci rosnacej. 10 | 1024

(=2)% (=2)% (=2)°, (=3)%, (=3)°
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Mozemy rowniez okresli¢c potege o wykladniku calkowitym ujemnym.

Definicja
Dla liczby naturalnej n = 1 i dla liczby a # 0 przyjmujemy, ze:
at= -l—ﬂ
1
Przykiad 3
a) 3-1 = L g2_ 1 _1 ) L W T
a) 37! =2 b)32=2 =1 o (-3) =
Cwiczenie 3
Oblicz.
- oA N T . -2
)42 o (37 e (3) g (3) i) 0,22
. 5 o _ )
b) 43 d) (=3)7° f) (%) h) (—5) i) (=02)7°

Cwiczenie 4
Czy podane liczby sa réwne?

- ey 3 G 6 o
O BT O M T &)
Przy obliczaniu wartosci wyrazen, w ktorych wystepuja potegi, mozemy wy-
korzystywad prawa dzialan na potegach.

Twierdzenie

Dla liczb calkowitych m,n oraz roznych od 0 liczb rzeczywistych a i b:
F Tl T

3o (@™ =nlT 5. ::—ﬂ = (%)

1. a™-a" =a™™"

I 4. a”-b* = (ab)™

Cwiczenie 5

Oblicz.
a) 3%-37° c) (2% e) 579:5 1 g)igt:3" i) 6%.2°5
b) 0,53 - 0,57 d) (0,251 £) 4:4° h) 10" : 5 ) 10*.5°2

Cwiczenie 6
Podaj konieczne zalozenia i upros¢ wyrazenie.

a) (x?28) it b)i(z" @) sa™ ¢) (22t 2°

1.7. Potega o wykladniku catkowitym



Zadania

1. Oblicz.
a) (-2)°, (=2)7°,27° ¢) (v3)', (V3)"
b) (3) % (1) (-4 d) (v2)°, (V2

2. Zapisz liczbe w postaci 2™, gdzie m jest liczba calkowita.

a) 2% .49 b) 477 .82 ¢) 644327 dY (1672 :4~R) - B
3. Zapisz podane liczby w postaci poteg o tej samej podstawie.
. i 1 ; . 6
a) 16, L, 8%, (v2)°, 1024? ) 0,001, 100°, (&) ", (4)
Ia

b) &, 27,92, (v3)°, 81°° d) 2572, (1), (&)", 625~

4. Oblicz.

a) (—2\/@)_3 b) (%)_4 ¢) (_»Tf_ﬂﬁ)_a d) ((_3\/5)_1)—2

5. Podaj konieczne zalozenia i upros¢ wyrazenie,
a) a®-a®-a"® ¢) (a*:at)-a™ e) (a!-a®) " (a3)”

b) (a*-a™?):a? d) (a":a"®):a™" ) /(6P 1ty ey

6. Ktora z liczb jest wieksza: x czy y?
a) g=20.472 g=d2:8" b)z=(24:26)7" y=@21.23)"

7. Oblicz.

a) jfj.(g)g ¢) ﬁ”ﬁffﬁ +(45-16%) o) (05-8°—2-16%) : 7

b (2)7°) ) (BH-®7):62 n ()@
8. Oblicz .

2) (1)) 2160 9 Z-(D)-(@)7 o (®T:(®”

DR C-YIE = VI C) I C R € Y I B R € IR )

9. Podaj konieczne zalozenia i upros¢ wyrazenie tak, aby nie wystepowaly
w nim potegi o ujemnych wykladnikach.

(I i ) 232 ll) 4 b} (ﬂ—ih—zﬂ_g}' (%:)—1 RJ (

[

{:iah}3c'2)2

b6
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1.8. Notacja wyktadnicza

Przv zapisywaniu bardzo duzych i bardzo malvch liczb wygodnie jest postu-
i Pis;] ] : V& J !
giwaé si¢ notacjg wykladniczg (inaczej zwana notacja naukowa).
Definicja
Liczbe dodatnia a mozemy przedstawi¢ w postaci iloczynu:

a=zx-10"

gdzie x jest liczba spelniajaca warunki 1 < x < 10, a n — liczba calkowita.
Takie przedstawienie liczby nazywamy notacja wykladnicza.

Przykiad 1
a) 326 000000000 = 3,26 - 10" b) 0,00000097 =9.7-10°7
11 evfr T eylr

Cwiczenie 1

Zapisz liczbe w notacji wykladniczej.

a) 5020000000000 000000 000000000 ton (masa Syriusza)

b) 0,000000 000 000000000 0000000299 kg (masa czasteczki wody)

¢) 0,000 000 000 000 000000000000 000000910956 kg (masa elektronu)

Zadania

1. Zapisz liczbe w notacji wykladniczej.
a) 6320000 c) 43,728 e) 0,00065 g) 0,100324
b) 109000 000 d) 8765.2 f) 0,00302 h) 0,000001

2. Zapisz liczbe w postaci dziesietnej.
a) 8,62 10 b) 7,89-10°* c) 834-107° d) 6,02 10"

3. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej i w postaci dziesietnej.
a}w4 107) - (4-107°)
b) (1,4 - 1[}*‘) (8:107)

c) (48-1071):(1,6- 1[)“3)

d) (7,2-10 ’) (1.2-107%)

4. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej i w postaci dziesietnej.
a) 42000- 6500 b) 1600-0,0125 ¢) 0,0044-0,055 d) 0,0605 - 8600

Oblicz.
(5,2:10%) - (0,5-10"") =5,2-0,5- 107 =
= 2.6-10% = 260

1.8. Notacja wykladnicza
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5. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej i w postaci dziesietnej.

a) 2100000000 : 105000 ¢) 51000000000 : 0,017
b) 243000000000 : 2,7 d) 102400000000 : 0.64
6. Oblicz. Wynik zapisz w notacji wykladnicze]j.
) (3,2-10-12).. (1,2 10%) ¢) (3,4-10715). (7,5 10718
: 4.10-18 2,5. 1030
8 ~3 18 : ~10
b) (5,2-10%)-(1,6-1073) d) (4,8-101%).(1,8.10719)

1,3-1018 (6-10-%) - (1,2 1016)

7. W tabeli podano wybrane predkosci w zapisie dziesietnym i notacji wy-
kladniczej. Przerysuj do zeszytu i uzupelnij te tabele.

v [m/s| (zapis dziesietny) v [m/s| (notacja wykladnicza)

Rosngey wlos /) % / 4,6-1077
Szybki glimak C0,00104 i 7 /
Sprinter 10 T
Ziemia wokol Slonca 7 2,96 - 101
Swiatlo w prézni 290792 458 . i

= 8. Predkosé $wiatla wynosi w przyblizeniu 300000 km/s. Odleglosé, ktérg
przebywa swiatlo w ciagu roku (365 dni), nazywamy rokiem swietlnym.
Oblicz, ile kilometrow ma rok swietlny i przedstaw podane nizej wielkosci
w kilometrach. Odpowiedz zapisz w notacji wykladniczej.

Odleglosé z Ziemi wyrazona w jednostkach swietlnych

Ksiezye 1.3 sekundy swietlnej

Slonce 8 minut 19 sekund $wietlnych
Pluton 5,5 godziny swietlnej
Gwiazda Polarna okolo 430 lat swietlnych
srodek Galaktyki okolo 28 000 lat swietlnych
najblizsze kwazary okolo 1,5 mld lat $wietlnych

% 9. Najwiekszg predkosé, z jaka kiedykolwiek podrézowal czlowiek, osiagnela
zaloga misji Apollo 10 — wynosila ona niemal 40 000 km /h. Oblicz, ile czasu

zajeloby pokonanie z ta predkoscia odleglosci dzielacej nas od Gwiazdy Po-
larnej. OdpowiedZ podaj. stosujac zapis dziesietny i notacje wykladnicza.
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Nazwy wielkich liczb

Bilion amerykanski czy bilion europejski | potega Nazwa Nazwa
Dlaczego europejski miliard to amerykariski bilion, 10 europejska amerykariska
a europejski bilion to amerykanski trylion? 9 miliard bilion
Amerykanskie nazewnictwo wielkich liczb 12 bilion trylion
odnosi sie do zapisu 10 *? i taczy facinskie 15 biliard kwadrylion
przedrostki: bi- (n = 2), tri- (n = 3) itd., 18 trylion kwintylion
z koncowka -lion. : :

21 tryliard sekstylion

Europejskie nazewnictwo pokazuje wielokrotnosc

miliona lub miliarda i do tacinskiego przedrostka

dodaje, odpowiednio: -lion lub -fiard. 27 kwadryliard  oktylion
30 kwintylion nonylion

33 kwintyliard decylion

24 kwadrylicn septylion

Amerykanski matematyk Edward Kasner

wprowadzit nazwe googol, oznaczajaca 10", 36 sekstylion  undecylion

1 googol = 10 000 000 000 000 000 000 000 39 sekstyliard  duodecylion
000 000 000 000 000 000 000 000 D00 000 42 septylion tradecylion

000 000 000 000 000 000 000 000 000 000 45  septyliard  kwatuordecylion
000 000 000000 000000 48 oktylion kwindecylion

51 oktyliard seksdecylion

Wyszukaj w internecie informacije : :
o liczbach googol i googolplex. 54 nonylion septendecylion

Slorice i planety

Ponizej podano masy: najmniejszej z planet w naszym systemie planetarnym — Merkurego,
najwiekszej — Jowisza, a takze Ziemi | Storica (na rysunku nie zachowano skali). Masa Storica
stanowi 99,89% masy Ukiadu Stonecznego.

Storice Merkury Ziemia Fowisz
1.989 - 10% kg 3,302 - 10% kg 5,974 - 10% kg 1,899 - 107 kg

2 Zapisz masy Sforica, Merkurego, Jowisza
i Ziemi, korzystajac z europejskiego oraz
amerykanskiego nazewnictwa wielkich liczb.
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1.9. Potega o wyktadniku wymiernym
Definicja
Dla dowolnej liczby a = 0 i liczby naturalnej n > 1 przyjmujemy:

rl i

an = 1
Przyktad 1
Oblicz.
a) 497 = V19 =17 b) 125% = V125 =5 ¢) 167 = /16 =2
Cwiczenie 1
Oblicz.
a) 47 b) 162 ¢) 812 d) 83 e) 273 f) 811

- 210y o) r : 1le rmiler m A0y i aote 36 ey
Potege o wykladniku wymiernym = definiujemy nastepujaco:

Definicja
Dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby calkowitej m
przyjmujemy:

Przykiad 2
Oblicz.

a) ng(ﬁ)"}::ﬁ:zf 13}5%:(%)*:22:4 t:]B’l-’:%:
Cwiczenie 2

Oblicz.

a) 43 c) Q3 e) 8115 g)
b) 273 d) 325 £) 429 h)
Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby a > 0, liczby naturalnej n > 1 i liczby
® s . # £ F " m
calkowitej m zachodzi rownosc (\/r?) =/ g,

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (VID)) o VI2Z o) (V6) g (VV2T)
b VIE Q) VEF DVVBT ) YVE i) YV
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Prawa dzialan na potegach o wyklad-
niku wymiernym sa analogiczne do praw
dzialan na potegach o wykladniku cal-

Dla liczb wymiernych x, y i liczb
rzeczywistych a > 0, b > 0:

1. a®.a¥ =ag*"¥

kowitym. .
9. 2 _gvv
a¥
Przykiad 3 Co
Oblicz. R

|
]
I
Ch
e
I
I
o
-!

Cwiczenie 5

Oblicz.

a) 28-23 b)) 53.58 ) 43 : 43 d) 27%5:925 o) 35.373.3%
Przykiad 4

Oblicz. )

a) 8.2 = (8.2)% =16% = (mé)' — 45 = 1024

3 3 a 1 3 3
b) 10% : 5% = (10:5)F = 2% = 2) = (v2) =22
c) 80% .51 = (16-5)% .5t =161 .51 .51 = (’15)3.5:23.5:4{}
Cwiczenie 6
Oblicz.
a) 122.3%  b) 122:3% ) 247 .33 d) 9% : 243 e) 3751 - 31

Cwiczenie 7
Oblicz.

a) (9#);F b) (8%)6 & (32%2)-? a) (125%)&?5 0 ((é)h)uﬁ

Obliczajac przyblizone wartosci poteg o wyklad- ,

¥ S SN S ¥ 10%% a2 1,995262315
niku wymiernym, mozemy skorzystac z odpowied- )

niego kalkulatora (przykladowe wyniki zostaly 10%% ~ 2,818382931
przedstawione obok). 109925 ~ 4 216965034

Cwiczenie 8

Korzystajac z powyzszych przyblizen, podaj z dokladnoscia do czterech miejsc
po przecinku przyblizona wartosc liczby:

a) 10%3, b) 10%%5, ¢) 10¥, d) 1017,

1.9. Potega o wykladniku wymiernym
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W dalszym toku nauki rozszerzymy pojecie
potegi na potege o wykladniku rzeczywistym,
czyli takze niewymiernym, np. 2v2, 10v2.

W tabeli obok przedstawiono kilka przybli-
zen dziesietnych liczby 102,

Uwaga. /2 ~ 1,414213562

Zadania

1014 =~ 25,118864315
1014 ~2 25703957828
10h414 [ 25 941793621

l
1

101414213562 | 4 95 954553407

l
&

10v2 ~ 25,954553519

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 2.

a) V2
b) V2

¢) V0,5
d) v4

e) v512
f) /1024

Zapisz liczbe w postaci potegi o podstawie 7.

g) 2v2
h) 22

a) V73 c) - e) \/=5 g) 497

b) V72 d) 4= ) L h) 7-v/7

Oblicz.

a) 93 c) 873 e) 144709 g) 10000%%

b) 1253 d) 273 f) 16%% h): §1-0i1%

Oblicz.

a) 0,042 ¢) 0,0277 e) 0,0625 1 g) 0,0081 12

b) 0,16 d) 0,0016 1 f) 0,00032% h) 0,000 002 56537
Oblicz.

a) 22. 8% b) 3°-27°% <) 0,008%- Y125 d) 0,0256% - (¥/10)’

Zapisz liczbe w postaci a”,
wylierna.

a) V2 d) v2-V2 g) 2% .21
b) {t/ﬁ_g e) V3: V3 h) 9% .33
{*)\3/5_?5 f) v3:v3 i) 27 .43

Ktora liczba jest wigksza: x cazy y?

a) 2 =3.102401, y=2"3.47: 2 b)

1. Liczby rzeczywiste

gdzie a jest liczba naturalna, a =

liczba

/2 j) 23.33.63
Li\/g k)fyi\"/??_:ﬁql
8% 1) 35.12%:4/8

oy y = VB

I'."lll:v



1.10. Logarytm i jego wiasnosci

Pojecie logarytmu wprowadzil ponad 400 lat temu szkocki matematyk John
Napier (1550-1617), a logarytmy dziesigtne zdefiniowal Anglik Henry Briggs
(1561-1630) — opublikowal on wielocyfrowe tablice takich logarytméw.

Definicja

Logarytmem o podstawie 10 (logarytmem dziesigtnym) z dodatniej licz-
by b nazywamy liczbe x taka, ze 10* = b. Piszemy wowczas log b = x.

Przyktad 1
a) log 1000 = 3, poniewaz 10* = 1000 Pytanie o wartod¢ log b to pytanie o to,

do jakiej potegi nalezy podniesé 10,

b) log 0,1 = —1, poniewaz 10! = 0,1
¢) log v10 = 3, poniewaz 107 = /10

aby otrzymad liczbe b.

Cwiczenie 1

Oblicz.

a) log 10 b) log 100 ¢) log 100000 d) log 0,01 e) log v/10
Rozpatrywane sa tez logarytmy o innych podstawach. Na przyklad logaryt-

mem o podstawie 2 z liczby b jest taka liczba x. ze 2° = b. Piszemy wowczas

log, b = .

Przykiad 2
ﬂ) lﬂﬁg 3=3, ]_)Dlli(-"-“’ﬂﬁ] 23 =& Pvtanie o wartosd |1:g._, b to pytanie o to,
do jakiej potegi nalezy podnies¢ 2
1 - CON. | . L JE A e L a, b -
h) l(}g‘i 16 4, POICWEZ 27 = 16 aby otrzymadé liczbe b.

c) log, V2 = -li poniewaz 231 = /2

Cwiczenie 2

Oblicz.

a) log, 16 b) log, 1024 c) log, 3 d) log, 3 e) log, V2
Definicja

Niech a 1 b beda liczbami dodatnimi oraz a # 1. Logarytm o podstawie a

z liczby b to wykladnik potegi, do ktérej nalezy podniesé podstawe a, aby
otrzymac liczbe logarytmowana b.

log, b=z, gdy a* = b

1.10. Logarytm i jege wiasnodgci 43 I
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Przykiad 3 A liczba logarytmowana
, _ S A% —
a) log, 9 = 2, poniewaz 3° = 9 lﬂga b=
b) log; 125 = 3, poniewaz 5° = 125

podstawa logarytmu
Cwiczenie 3
Oblicz.

a) logy 3 b) log, 81 c) log; V3 d) log, 27 e) ng;;% f) log, V3

Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby dodatniej a réznej od 1
prawdziwe sa podane obok wlasnosci.

log,1 =0
log,a =1

W obliczeniach wykorzystywane sa nastepujace wlasnosei logarytmow (ich
dowody zostana przedstawione w dalszym toku nauki).

Twierdzenie

Jesli a, b, ¢ sa liczbami dodatnimi oraz a # 1, to:
log, be = log, b+ log, ¢ logarytm iloczynu
log, E = log, b —log, ¢ logarytm ilorazu
log, b¥ = plog, b logarytm potegi

Przykiad 4
a) log,(256 - 1024) = log, 256 + log, 1024 =8 + 10 = 18

b) log, 16v/2 = log, 16 + log, V2 =4+ 1 = 41
Cwiczenie 5

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log,(64-256) b) logs(125-625) c¢) logs5v5  d) log, 8v/2 e) log, 9v/3

Przykiad 5
a) log, ”3—‘}; = log, 0,25 —log,32=-2—-5= -7
b) log; 2% = log; 81 —log; V3 =4 — § = 33

Cwiczenie 6
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm ilorazu.

0,5 L1024 ; . W2 . B25 2 . 243
a) log, 57 b) logs 5755 c) log, 2 d) logs o2 e) log, Nl
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Cwiczenie 7

Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm potegi.

log, 8° = 5log, 8 =

a) log, 4" b) log,32* «¢) log;9°  d) log, 811 i ;5 4=
Zadania
1. Oblicz.

a) log,512  b) log, 2 c) log, 3= d) log, v/2 e) log, V8
2. Oblicz.

a) log, 1 b) log3243  c¢) logy 3 d) log, 3v/3 e) log; —=
3. Oblicz.

a) logy 2 b) log1 % c) logy & d) log 5= e) logy 5
4. Sprawdz prawdziwosé réwnoéei log, x+log, y = log, xy dla podanych war-

toscel 1 y.
a) & =4, y= 16 b)x=8,y=7 c) z=v2,y=v8

Sprawdz prawdziwos¢ réwnosci log, x — log, y = log, = dla podanych war-
3 3. 3%y 5
tosci x 1 y.

a) ©=27,y=3 b) 2 =81,y =9 ¢) x=3,y="3
Oblicz, korzystajac ze wzoru na logarytm iloczynu.

a) log, 2 + log, 8 b) logg 2 + logg 3 ¢) log, 12 + log, 2
Uzasadnij ponizsza rownosc.

a) log15 +1log12 — 2 = log 2 b) log, 54 — log, 3 = 2log, V3 + log, 6
W karcie wybranych wzorow i sta-

lych fizykochemicznych na egzami-
nie maturalnym z biologii, chemii

€ log @ T log > T log x

0,01 —2.000 0,26 —-0,585 0,51 —0.292

i fizyki znajduje sie tablica przybli- 0,02 | —1,699” 0,27 | —0,569 | 0,52 | —0,284 |

zonych wartoscl logarytmow dzie-
sietnych. Korzystajac z zamiesz- .
czonego fragmentu tablicy, podaj 0,04 —1.398 0,29 —0,538 0,54 —0,268

przyblizone wartosci: 0,05 —1,301 | 0,30 —0.523 0,55 —0,260
a) log0,03, log 0.3, log 3,

b) log 0,054, log 0,0054, log 5.4,
¢) log3 + log9, log8 — log 2.

0,06 | —1,222 | 0,31 | —0,509 | 0,56 | —0,252

0,07 —1.155 0,32 —0,495 0,57 —0,244

1.10. Logarytm i jego wlasnosci

0,03 | —1,523 | 0,28 | —0,553 | 0,53 | —0,276
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Skala logarytmiczna

Czasami. zamiast porownywac¢ dane wielkosci, wygodniej jest poréwnywad ich
logarvtmy. Stosuje sie wowczas tak zwana skale logarytmiczng. Jest nia np.
skala Richtera. okreslajaca sile trzesienia ziemi. Wykorzystuje sie w niej lo-
garvtm dziesietny. Kazdy kolejny stopien tej skali oznacza 10-krotnie wieksza
sile trzesienia. Na rysunku ponizej pokazano, jak skonstruowac skale logaryt-
miczna wykorzystujaca logarytm dziesigtny.

liczba
I 2 3 4567810 20 30 100 200 300 1000
0 ' i ' 2 ' S

logarytm liczby

Liczby na gorze takiej skali nie sa polozone réownomiernie, ale zgodnie z war-
tosciami ich logarytmow:

log 2 ~ 0,30 log 4 =~ (.60 log 6 = 0,78 log 8 2~ (.90
log3 =~ 0,48 log 5 =~ 0,70 log 7 ~ 0,85 log 9 ~ 0,95

1. a) Korzystajac z tego, ze log10x = 1 + logx, wskaz, ktérym punktom
z powyzszej osi odpowiadaja liczby: 40, 90.
b) Korzystajac z tego, ze log 100x = 2 + log x, wskaz, ktérym punktom
7 powyzszej osi odpowiadaja liczby: 400, 900.

2. Przyjmujac jako jednostke 1 cm, naszkicuj skale logarytmiczna i zaznacz
na niej liczby a = 10, b= 10, ¢ =10, d = 107, e = 1075.

Innym przykladem wykorzystania skali logarytmicznej jest stosowana w che-
mii skala pH, opisujaca odczyn roztworu.

pH
0 I 2 3 4 ) 6 7 3 9 10 11 12 13 14

kwasny obojetny zasadowy
Kazda z liczb od 0 do 14 z powyzszej skali otrzymujemy, mnozac logarytm
dziesietny odpowiedniego stezenia jonow wodorowych przez —1.
Na przyklad dla wody stezenie to wynosi 1077 mol/dm?.
Zatem pH wody obliczamy nastepujaco: pH(wody) = —log 1077 = 7.

Dla wody morskiej pH wynosi od 7,5 do 8.4, dla kawy od 5 do 5.9, a dla soku
pomaranczowego 3.5.
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1.11. Procenty (1)

M Obliczanie procentu danej liczby

Nalezy pamietac, ze procenty zawsze odnosza sie

i s o e e iy . 1% (1 procent) danej
do jakiejs calodci (wielkoSci ustalonej). LT ) .

wielkosci to 0,01 tej

0 g T LT -0y APPPCRRE |+ SR B aiga . s
1%w = o=w = 0,0lw;  15%w = 2w = 0,15w; wielloZer.
4.5%w = 'T’E‘%w.i = 0,045w

Cwiczenie 1 .
=N . S . Cena = Obnizka
Oblicz, ile zaplacimy, jezeli kupimy czapke =

i rekawice po obnizce (w tabeli podano ceny czapka 45 71 0 40%

przed obnizka i wysokos¢ obnizki). rekawice 60 zi 0 35%

Warto zauwazy¢, ze wielokrotnej zmiany wartosci o pewien procent nie mozna
zastapi¢ jednorazowa zmiana o sume procentow kazdej ze zmian.

Cwiczenie 2

W styezniu narty kosztowaly 825 zI. W lutym ich cene obnizono o 30%,
a w marcu — o dalsze 20%. Ile trzeba bylo zaplaci¢ za narty po marcowej
obnizce? Ile kosztowalyby, gdyby ich cene od razu obnizono o 50%7

Cwiczenie 3

Cena kajaka wynosila 1000 zl. Cene¢ podniesiono najpierw o 20%. a nastepnie
o 15%. Ile kosztuje kajak po tych zmianach? O ile procent wzrosla cena kajaka
w stosunku do ceny poczatkowej?

Cwiczenie 4
Po dwukrotnej obnizce ceny pewnego towarn o p% jego cena spadla o x%.
Oblicz p, jesli: a) x =36, b) z = 51.

W niektorych zagadnieniach wymagana jest wiek- 1% (1 promil) danej
sza dokladnos¢. wowezas mozemy poshizyc¢ sie wielkosei to 0,001 tej
dziesiata czescia procentu, czyli promilem. wielkodci.

Cwiczenie 5

Oblicz.
a) 8% liczby 300 ¢) 50%«e liczby 100 e) 0,2%¢ liczby 180
b) 22%¢ liczby 1400 d) 5% liczby 1000 f) 5.5%0 liczby 180

1.11. Procenty (1)
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M Obliczanie, jakim procentem jednej liczby jest druga liczba

Przyktad 1
Za jedna akcje firmy X tydzien temu trzeba bylo zaplaci¢ 25 zl, a dzisiaj -
0 2.25 zl wiecej. O ile procent podrozaly akcje?
22 .100% = 9%
Akcje podrozaly o 9%.

Cwiczenie 6 el
W tabeli podano ceny jednej akcji firmy Y i firmy 2 ' B

w lutym i w marcu. Oblicz, o ile procent podrozaly Y 1821 24342
akcje kazdej z tych firm. Z | 24 71 27 7l

Cwiczenie 7
Oblicz, jakim procentem liczby @ jest liczba y oraz jakim procentem liczby y

jest liczba x.

a) @ =100, y = 50 b) & =50, y = 40 ¢] #=10,3=16

B Wyznaczanie liczby, gdy dany jest jej procent

Przyktad 2

W tabeli podano ceny zestawéw rondli po ob- %
o I L p Zestaw Obnizka Cena
nizce oraz wysokos¢ obnizki. Oblicz cene du-

. P ..‘ =g i ‘ -
zego zestawu przed obnizka. duzy 0 15% | 272 z}

) : ; . . sredni 024% | 190 zl
Oznaczmy przez x cene duzego zestawu przed

obnizka. Obecna cena stanowi 85% z x, czyli: maly o 32% 85 zl
Br =272 istad x =272 10 = 320 [21].

Cwiczenie 8
Oblicz cene sredniego i cene malego zestawu rondli przed obnizka, korzystajac
z danych z przykladu 2.

Zadania

1. Oblicz.
a) 401% liczby 40 b) 15%0 liczby 300 ¢) 2% liczby 2

2. Cene sukni $§lubnej obnizono o p%. O ile procent nalezaloby podniesé nowa
cene, aby suknia kosztowala tyle samo co przed obnizka?
a) p= 50 b) p=20 ¢c) p=36

1. Liczby rzeczywiste



3.

Cene pewnego towaru podniesiono dwukrotnie o p%. O ile procent nale-
zaloby obnizy¢ jego cene, by kosztowal tvle, co na poczatku?

a) p=25 b) p =50

Wycieczka do Londynu kosztuje 1200 zl. Jaka bylaby cena tej wycieczki:
a) gdyby najpierw podniesiono ja o 10%. a nastepnie obnizono o 10%,
b) gdyby najpierw obnizono ja o 25%. a nastepnie podniesiono o 25%.

¢) gdyby najpierw obnizono ja o 25%, a nastepnie podniesiono o 20%7

Na diagramie obok przedstawiono liczbe liczba ocen

poszczegolnych ocen, jakie bracia Bolek, 4l sinnnsnnas
Olek i Alek otrzymali na koniec pierw-
SZCZ0 semestri.

a) Ile procent ocen Olka to oceny dobre 2{ ||

i bardzo dobre? D O L LI |

b) Ile procent wszystkich ocen braci sta- —‘ (

nowia oceny lepsze od oceny dopuszcza- dop dst db  bdb  cel
jacej? EBolek COlek O Alek

Firma A w II kwartale miala obroty o 50% wicksze niz w I kwartale.
W III kwartale jej obroty spadly o 20%, zas w IV - spadly o kolejne
20%. Oblicz, jakie byly obroty firmy A w pozostalych kwartalach, jezeli
wyniosly: a) w II kwartale 3750000 z1, b) w IV kwartale 1440000 zl1.

Cena brutto komputera jest réwna cenie netto plus 23% podatku VAT,

a) Cena netto komputera jest réwna 2200 zl. Oblicz jego cene brutto. Ile
procent ceny brutto stanowi podatek VAT?
b) Cena brutto komputera jest réwna 3198 z1. Oblicz jego cene netto. lle

procent ceny brutto stanowi cena netto?

¢) Podatek VAT doliczony do ceny netto komputera wyniosl 483 z1. Jaka
jest cena brutto tego komputera? Ile bylaby réwna cena brutto tego kom-
putera, gdyby jego cena netto zostala podniesiona o 200 zl1?

1.11. Procenty (1)
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1.12. Procenty (2)

Przykiad 1

W tabeli przedstawiono procentowy udzial
Chinskiej Republiki Ludowej, Republiki Polu-
dniowej Afryki i Stanow Zjednoczonych w swia-
towym wydobyciu zlota w latach 1995 1 2008.

Kraj 1995 rok 2008 rok
ChRL  62%  122%
RPA  233%  98Y%
USA | 141% | 9.9%

Zrodto: http:/ /www.goldsheetlinks.com/production

Zauwazmy, ze udzial Chin w swiatowym wydobyciu zlota w tym czasie prawie
sie podwoil. Mozna tez powiedzieé, ze wzrost on o 6 punktéw procentowych.
Udzial RPA spadl w tym czasie o 13,5 punktu procentowego.

Przykiad 2

Sondaz przeprowadzony we wrzesniu pokazal. ze partie X popiera 12% wy-
borcéw. W pazdzierniku poparcie dla partii X deklarowalo 18% wyborcow.
Mozna powiedziec. ze poparcie dla partii X wzroslo o 6 punktoéw procentowych
lub ze liczba 0séb popierajacych te partie wzrosla o 50%.

Cwiczenie 1
W tabeli przedstawiono wyniki sondazu, w ktérym

Lut Marzec
pvtano o poparcie dla partii Y oraz Z. s

Y 16% @ 20%

a) O ile punktéw procentowych wzroslo poparcie ;
10% 8%

dla partii Y7 O ile procent wzrosla liczba os6b po-
pierajacych partie Y7

b) O ile punktéw procentowych zmalalo poparcie dla partii Z7 O ile procent
zmalala liczba osob popierajacych partie Z7

Cwiczenie 2
W tabeli podfmn wysokos¢ opmtc:entowmlia lolfat- 2017 2018
w. ba:%kach AiBw l:ia.ta,ﬂh 2{}1? i 2018. Jak znye: A 43% 5 8%
nilo sie oprocentowanie w kazdym z tych bankow? o7 | .

Odpowiedz podaj w punktach procentowych. B| 54% 4,2%

1, Liczby rzeczywiste



Cwiczenie 3

Kapitat 5000 7t zlozono w banku na roczna Kapital w wysokosci k zlozony
lokate oprocentowana w wysokosci r w skali na rok przy oprocentowaniu
1 1 5 3 plos G ‘('L. _
roku. Podaj wielkos$¢ kapitalu po roku. rocznyim “l;:: WE’?;’LDSC: ?) % Wy
o 3 nosi po roku k(1 + 2.
ﬂ) = 2% b) g p— J!D%, {'.} r = 4%. 100

Zadania

1. Do banku A wplacilismy 8000 zlotych na lokate roczna oprocentowana
4,3% w skali roku. O ile wigcej zarobilibysmy, gdyby$my wplacili te sama
kwote do banku B, w ktorym oprocentowanie lokaty rocznej jest o 1.5
punktu procentowego wyzsze niz w banku A7

2. Polowe z 6000 zl zlozono na lokate roczna w banku A. a druga polowe —
w banku B. Odsetki uzyskane po roku w banku B byly o 45 zl wy#zsze niz
odsetki w banku A. O ile punktéw procentowych bylo wyzsze oprocento-
wanie lokaty w banku B od oprocentowania lokaty w banku A7

3. Tomek zlozyl w banku 7500 z1 na lokate roczna oprocentowana 4% w skali
roku. Oblicz, jaka kwote odbierze po roku, jesli od odsetek:

a) nie jest pobierany podatek,
b) jest pobierany podatek w wysokosci 20%.
Uwaga. W Polsce podatek od odsetek wynosi 19%.

4. Darek cheialby za rok wydaé na sprzet sportowy 5250 zl. Czy uzyska po-
trzebna kwote, jesli zlozy 5000 zl na lokacie rocznej oprocentowanej 5%
w skali roku, a od naliczanych odsetek jest pobierany podatek w wysoko-
Sci 20%7

5. Krysia wplacila do banku pewna kwote na lokate roczna oprocentowana
4% w skali roku. Od dopisanych odsetek zostal pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Jaka kwote:

a) odebrala po roku, jesli do banku wplacila 2250 z1,

b) wplacila, jesli po roku odebrala z banku 2580 z1?

6. Kwote 12000 zl podzielono na dwie czesci. Jedna czesé wplacono do ban-
ku A na lokate roczna oprocentowana 3% w skali roku. Druga czesé wpla-
cono do banku B na lokate roczna oprocentowana 3.5% w skali roku.
W obu bankach od dopisanyvch odsetek zostal pobrany podatek w wyso-
kosci 20%. Jaka kwote wplacono do banku A. jesli po roku z obu bankow
odebrano lacznie 12300 z17

1.12, Procenty (2)



1. W kwadracie magicznym sumy liczb w kazdym wierszu,

1.13. Zagadnienia uzupetniajace

M Liczby pierwsze

= Najwieksza znana liczba pierwsza (znaleziona w grudniu 2018 roku) jest
réwna 252589933 _1 ' a jej zapis dziesietny ma 24 862 048 cyfr. Wielkich liczb
pierwszych poszukuje sie posrod liczb specjalnej postaci, na przyklad 27 —1
(tak zwanych liczb Mersenne’a), gdzie p jest liczba pierwsza.

= Do tej pory nie udalo sie rozwiazac¢ wielu problemow dotyczacych liczb
pierwszych. Na przyklad nie wiadomo, czy istnieje nieskonczenie wiele
blizniaczych liczb pierwszych (blizniaczymi nazywamy liczby pierwsze roz-
niace sie od siebie 0 2, np. 31 5, 171 19 czy tez 9999971 1 9999973).

069| 59 /7
w kazdej kolumnie i w obu przekatnych sa sobie rowne .
(oznaczmy te sume litera S). Przerysuj do zeszytu i uzu- 23977
pelnij przedstawiony obok kwadrat magiczny skladajacy i
sie z liczb pierwszych, jesli S = 1077. L,

Sito Eratostenesa

Jedna z metod wyszukiwania kolejnych liczb pierwszych jest sito Era-
tostenesa. Zastosujemy je do wyszukania liczb pierwszych wsrod liczb:
2.3,....24. Zaczynamy od wypisania wszystkich tych liczb, nastepnie za-
znaczamy liczbe 2 — najmniejsza liczbe pierwsza i wykreslamy jej wszystkie
wielokrotnosci:

®f 31 ff' 5? ﬁ'. 7? P_;: H'! M! 11' M? 1‘3' }4: 15' w& 1?~ ,l’g._ 19* M! 21* :}2’? 23' 24’
Najmniejsza niewykreslona liczba jest kolejna liczba pierwsza — jest nia 3.
Zaznaczamy ja 1 wsrod pozostalych liczb wykreslamy wszystkie jej wielo-
krotnosci:

Q@A 5 67,89 3, 11, 172, 13, M. 15, 16, 17, I8, 19, 20, 27, 27, 23, 24

Powyisza procedure powtarzamy dla kolejnych liczb pierwszych tak dlugo.
az wszystkie liczby beda albo zaznaczone jako pierwsze, albo wykreslone.

QA AG £.@ 8 9 WAD Z.AD M, 15, 160D WE.AD 200, 21, 22,23) 24

@ 2. Stosujac sito Eratostenesa, wyznacz wszystkie liczby pierwsze mniejsze

I 5

od 100. Uzasadnij, ze po wykresleniu wielokrotnosci liczby 7 wszystkie
niewykreslone liczby beda pierwsze.

1. Liczby rzeczywiste



M Liczby Fermata

Pierre de Fermat (1607-1665) — francuski ma-
tematyk, z zawodu prawnik. Wiekszosci swoich
prac nie opublikowal. Tak zwane wielkie twier-
dzenie Fermata (opublikowane dopiero po jego
Smierci, w 1670 r.) méwi, ze nie istnieja liczby na-
turalne dodatnie x,y, z,n takie, ze ™ + y" = 2"
dla n > 2. Twierdzenie to zostalo udowodnione
dopiero w 1995 r. Innym pojeciem zwiazanym
z jego nazwiskiem sa liczby Fj, = 22" 4 1, gdzie
k jest liczba naturalng. nazywane liczbami Fer-
mata. Pie¢ poczatkowych liczb Fermata:
Fp=2"+1=2"+1=3 Fy=2" +1=25+1=257
F,=224+1=2241=5 Fy=24+1=21641=65537
=27 4 1=241=17

Fermat przypuszczal, ze wszystkie liczby Fj. = 22 41 sa pierwsze, ale
w 1732 r. Leonhard Euler [czyt. ojler] wykazal, ze F; = 4294967297 =
= 0641 - 6700417, czyli jest liczba zlozona. Do dzis nie wiadomo, czy kto-
rakolwiek z liczb Fermata oprocz: Fy, Fy, Fy, F5 i1 F}, jest liczba pierwsza.
Ponizsze twierdzenie, udowodnione przez Carla Friedricha Gaussa. podaje
zwigzek miedzy liczbami pierwszymi Fermata a wielokatami foremnymi.

Za pomoca cyrkla i linijki mozna skonstruowac n-kat foremny wtedy i tylko
wtedy, gdy liczba n jest: potega dwdjki lub liczba pierwsza Fermata pomno-
zong przez 2%, lub iloczynem réznych liezb pierwszych Fermata i liczby 2F,
gdzie k jest dowolna liczba naturalna.

W tabeli obok podano liczby naturalne mniej- 3 =3 M=92.3.5
sze od 100, dla ktérych mozna skonstruowaé 4 = 2° | 32=2°
n-kat foremny. 5=5 | 34=2-17
6=2-3 | 40=2°-5
3. Sprawdz, czy jest mozliwe skonstruowanie t:n: f; - i i? - z: 'l:_f,
za pomoca cyrkla i linijki n-kata foremne- 12-92.3 | 60=92.3.5
go. gdy n rowne jest: 170, 200, 204. 1020. 15.:=8+F 64 = 90
16 = 24 | 68 =2%.17
4. Znajdz informacje dotyczace konstrukeji 17 =17 80=2%.5
17-kata foremnego (mozliwosé takiej kon-  20=2°.5  85=5-17
strukeji wykazal C.F. Gauss w 1796 r.). 24=12%-3 96 = 2°-3

1.13. Zagadnienia uzupeiniajace
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v
Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

1. Jaka jest najwieksza liczba trzycyfrowa podzielna przez:

a) 5, b) 6, €) T, d) 157
2. Wyznacz liczbe przeciwna do podanej liczby.
a) 28z (—73) —2%5 d) —12«'31l,+3l--'
b) (_2%) '3% +ﬁ ) 3q : IlJ (_ 6 %
c) (—63): (=73) — y/35 £) 4% i(z=23)~3
3. Wyznacz liczbe o 20% mniejszg od podanej liczby.
a) (33 -15) (-28+ %) ) —43 ﬂﬁ+12 45-13:14

(2,25-3%): 3+4

.-"'_“.

b) (13-%): (23 -%) d)

22)+(2-5%)-05

(£-1)-085-12:(-23)

4. Wsréd ponizszych liczb wskaz liczbe niewymierna i podaj najwieksza licz-

be calkowita od niej mmniejsza.

a) 4— Y2 14— /196, 2V16 - v/36 ¢) Y8 4 VT8 /3T 4+ Y81

b) 2, /1%, VI2-V75 d) ¥7- Y49, ¥5-Y1%

Wi

5. Wyznacz liczbe odwrotna do podanej liczby.

) \/2VIE ) V2BV e) VB g) /15 : (/&

b),/ﬁ%-\ﬁ d) ¢/75. Y35 fj h) /11 :

6. Oblicz.

Ay

[a—
e

. a4 . ar .-"H f— : ; P
a) \ {122.'; ¢) Il: \ lﬁ;i ¢) 'ﬁ_ '\(E;l_' g) V0,8 : SII:‘;

¥ 216 _ ¥95 3 5 i
DB 9EE 0k iE w ke

7. a) Oblicz iloraz sumy liczb =2 — /5 i y = 4 — v/ przez ich réznice.

b) Oblicz szescian roznicy liezb @ =1 — 6v3 i y= 0,(9) = V3.

s r “ »w # . L "
¢) Oblicz réznice odwrotnosci kwadratéw liczb oz = £2 1 y = 0,(2) - V3.

1. Liczby rzeczywiste



S

8. Podaj liczbe naturalna n spelniajaca nieréwnosci:
a) n < 2v3<n+1, b) n—1<5V5 < n, c) n <3 <n+1.

9. Oblicz. Wynik podaj w notacji wykladniczej.

18 4 0.107
a) S ¢) 4410000000:0.021 ¢) 0.000000216: 360 000

b) 1,44-10Y . 541043
1.8.10%.3.6.10%

d) 10240:0.,00000008 f) 0,00000000008:2.,5

10. Uporzadkuj liczby a, b, ¢ i d w kolejnosci rosnacej.
a) a =log,64, b=1log,;81, ¢=log,1024, d = log; 125
b) a = log, 2v/2, b=log, 9v/3. c=log,32, d=log;0,04
11. O ile procent zmienilo sie pole prostokata, jesli:
a) oba boki skrécono o 20%,

b) jeden bok skrécono o 10%, a drugi wydluzono o 10%7?

12. Liczba czlonkéw pewnego klubu golfowego wzrastala przez ostatnie trzy
lata o 20% rocznie. Ilu czlonkéw liezyl ten klub trzy lata temu, jesli rok
temu nalezalo do niego 216 osob?

13. Kwote 3000 zl wplacono do banku A na lokate oprocentowana p% w skali
roku. Kwote 4000 zt wplacono do banku B, w ktoryvm oprocentowanie jest
o 2 punkty procentowe wyzsze. Po roku odsetki uzyskane lacznie w obu
bankach wyniosly 360 zl. Oblicz p.

14. Wyznacz liczbe: a) o 2% wicksza od 100, b) o 1.6%¢ wieksza od 500.

B Zestaw |l

1. Ktora z liczb: a, b. ¢, d, ¢ ma najwiecej, a ktora najmniej dzielnikow?
a=12 b= 50 ¢ = 60 d =110 e=123

2. Oblicz.

a) %5‘4— c) (%)ﬁ (g—) i—: e) 275 . (\%)'4.(\@6

b) (%) y Ja;; d) 10*. (%) i {55}_1 f) _(Ei;t: (34 :3.2)—-3

@ 3. Uzasadnij. ze nierownos¢ zachodzi dla dowolnej liczby rzeczywistej .

.y 3/1252°  foat 3/ 64z’ ., 2V3 4
a) 1/ = V5 20 b) = V0.012® > ==z

Zestawy powtdrzeniowe
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11.

[D] 12.

[D] 13.

Liczby = 0,8(3) i y zapisz jako ulamki zwykle i oblicz:
b)

=103)
1 1
‘E ¥2 !

: 2 +2 _ 3
a) —+ —, c) —+y°, d) z° — =.
) m+y i ) ;rr+y' ) Y=
Podaj potrzebne zalozenia i uprosé wyrazenie.
5 = a0 132 242 3. 4 st — 3
a) ——— b) (—ﬁ'{’_ y ) c) (Si) e d) —
(x2)3 y—3 -3 z-1y-2 5 F_Ir
Oblicz wartosé wyrazenia:
a) (5%y?)® : (252%%) dla z = V2, y = V3,
b) (8 *y)® : (4a *y?)? dla x = V12, y = 4V/3,
(a 2 1]2 = d_.r."ayz}“s - 1
C dlaz=+v3, y==
I, (O T 1
d) (z%y ") “(—zy °) dla ¢ = \-V§1 Y= {‘//g
(x3yt)~1 '
Oblicz u 4+ v + w. Odpowiedz podaj w najprostszej postaci.
ﬂ) hi— 14m?t — 35mt + 28?1“‘2 = 9m2t? — 21m?¢ = m2t2 + 0,5mt?
o Tt o 3m?2t 4 o —2mnit?
Al 2 _ mryaed, 2 Yol R B 3 a2,
h) i Gdx*y E:F}a, i = GOxy Sha<y W= 11x°y 4+ 3x°y
—4a3y? Sxy3 —x?y
Oblicz.
3 1 2 1
185 125 . 163 143 201+2 . 2493
a) — b) ——— ¢ : d) ———7—
) 6% . 0F ) 63 ) 73 .03 61.3. 2501

Uzasadnij, ze prawdziwa jest réwnosc:
a) log, 20 + log, 1,6 = 10log, v/2. c) log, 48 — log, 6 = log, 64,
b) log, 36 + log, 81 = 6 + log, 4, d) log; 72 — log, 4 = 2 + log, 2.

Liczba k jest suma pieciu kolejnych liczb nieparzystych. Uzasadnij, ze

o

jest liczba calkowita.

Najwiekszy wspolny dzielnik liczby x i liczby 48 jest réwny 8. Ile moze by¢
rowna liczba x, jesli wiadomo, ze jest dwucyfrowa?

Uzasadnij, ze jesli jeden bok prostokata ma dlugosé rowna 1, a drugi -
rowna n, gdzie n jest liczba naturalna, to dlugosé przekatnej tego prosto-
kata jest liczba niewymierna.

Uzasadnij, ze dla dwoch kolejnyeh liczb calkowitych m 1 m + 1 mozna
wskazac liczbe niewymierna ¢ taka, ze m < c < m+ 1.

I 55 1. Liczby rzeczywiste



Sposdb na zadanie @

Przykiad 1

Ile jest liczb dwucyfrowyeh dodatnich, ktoryceh reszta z dzielenia przez 7 jest
rowna 37

Aby rozwiazac¢ to zadanie, mozemy postapic¢ na jeden z ponizszych sposobow.

« Liczb spelniajacych warunki zadania nie jest duzo, mozna je zatem wszystkie
wypisac¢: 10, 17, 24, 31, 38, 45, 52, 59, 66, 73, 80, 87, 94 — jest ich 13.

« Zauwazmy, ze najmniejsza liczba dwucyfrowa spelniajaca podany warunek

jest 10, a najwieksza 94. Wszystkie te liczby mozna zapisa¢ w postaci: Tn + 3,
dzie 1 < n < 13, zatem jest 13 takich liczb.

i S . Odpowieds: 13
Przyktad 2

Ile jest liczb czterocyfrowych dodatnich, ktére sa podzielne przez 3 i przez 57

Zauwazmy, ze liczby podzielne przez 3 i przez 5 to liczby podzielne przez 15.
Najmniejsza liczba czterocyfrowa podzielna przez 15 jest 1005, a najwieksza
9990. Liczb spelniajacveh warunki zadania jest zbyt duzo, by je wszystkie
wypisac.

1005 = 67 - 15, 1020 = 68 - 15, 1035 = 69 - 15, ..., 9990 = 666 - 15
Kazda z tych liczb mozemy zapisa¢ w postaci 15 - n, gdzie 67 < n < 666.
Zatem takich liczb jest 666 — 66 = 600.

. Odpowiedz: 600
Przyktad 3
Ile jest liczb trzycyfrowych dodatnich, ktore sa podzielne przez 5 lub przez 67

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 5: 100, 105, 110, ..., 995.

Najmniejsza z nich jest 100, a najwieksza 995. Liczby trzyeyfrowe podzielne

przez 5 mozna zapisa¢ w postaci: 100 + 5n, gdzie 0 < n < 179, zatem takich

liczb jest 180.

Rozpatrujemy liczby trzycyfrowe podzielne przez 6: 102, 108, 114, ..., 996.

Najmniejsza z nich jest 102, a najwieksza 996. Liczby trzycyfrowe podzielne

przez 6 mozna zapisa¢ w postaci: 102 + 6n, gdzie 0 < n < 149, zatem takich

liczb jest 150.

Zauwazmy, ze dwa razy zostaly policzone liczby podzielne przez 30 (sa one

podzielne zaréwno przez 5, jak i przez 6).

Liczby trzycyfrowe podzielne przez 30 mozna zapisa¢ w postaci: 120 + 30n,

gdzie (0 < n < 29, zatem takich liczb jest 30.

Liczb podzielnych przez 5 lub przez 6 jest: 180 + 150 — 30 = 300.
Odpowiedz: 300

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1

Liczba a jest ujemna, gdy:
A.a=32-2(5), C. a=1,09) — V3,
B. a =+v2—1,(4), D.a=2-0,6).

Jesli reszta z dzielenia liczby m przez 6 jest rowna 4, a reszta z dzielenia
liczby n przez 6 jest réwna 5, to reszta z dzielenia liczby m + n przez 6

jest rowna:

A1, B. 3, C. 4, D. 5.

Wisrad liczb: f#%, V243, v/64 jest n liczb niewymiernych, zatem:
A, =1, B. n=1, C. n=2, D.n=3.

Ktora z ponizszych liczb jest rowna 247

A.12-32.9% B.8-+/3:3% C. 64219 D.3-6-27

b ; 6y . ¢5 4. -8
(Ll: 11{;}_3}) ‘{;45 _llﬂn_‘l}} jest k-krotnie wieksza od liczby 3000 dla:

Ai k=2, B. k=6, C. k=10, D. k= 20.

Liczba

. F 3-3 2-2 .
Dane sa liczby a = =12, b= —-2+v/38 oraz x = "’f; LY = ‘FT Prawdziwe
sa Nerownosci:
A.m<hya<cy, C.a=bin <y,

B.a<biz>y, D.a>bix>y.

Prawdziwa jest roéwnoSc:

A. logg 32 + log, 16 = 23, C. logg 64 + logy 32 = 41,
B. log, 16 + log, 32 = 31, D. logg 64 + log, 64 = 53.

Cena towaru nie ulegla zmianie, jesli:

A. obnizono ja o 10%, a nowa cene podniesiono o 10%,
B. podniesiono ja o 30%, a nowa cene obnizono o 30%,
C. obnizono ja o 20%, a nowa cene podniesiono o 25%.

D. podniesiono ja o 20%. a nowa cene obnizono o 25%.
i 1 %

Jesli 20% liczby 55 jest o 4 mniejsze od 30% liczby x, to:
A. =178, B. ©="50, C. z=145, 1) 3= 33,

1. Liczby rzeczywiste



Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Ile jest dodatnich liczb dwucyfrowych, ktérych reszta z dzielenia przez 6 jest
rowna 27

Zadanie 2 (2 pkt)

Oblicz obwdd trojkata prostokatnego, ktorego przyprostokatne maja dlugosci

IN2T 1 44/12.

Zadanie 3 (2 pkt)
Oblicz 3z — y, jesli wiadomo, ze (V5)" = 125v/5 oraz (v2)" = 1024.

Zadanie 4 (2 pkt)
Cene towaru obnizono o 60%, a nastepnie podniesiono o p%. Wyznacz p, jesli
w ten sposob otrzymano cene sprzed obnizki.

Zadanie 5 (2 pkt)

Cena brutto kurtki zimowej wynosi 307,50 zl. Na cene te sklada sie cena
netto oraz 23% podatku VAT. O ile zmniejszy sie cena netto tej kurtki, jesli
po obnizce ceny podatek VAT bedzie wynosil 51,75 z1?

(D] Zadanie 6 (2 pkt)

= —4 3 . +
Dane sa liczby = = [ %2 iy =22 V2. Uzasadnij, 7e z < y.
1 ) 5 Y ] Yy

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)

Ile jest dodatnich liczb trzyveyfrowych, ktore sa podzielne przez 4 lub przez 57

Zadanie 8 (4 pkt)
O ile procent liczba x jest wieksza od liczby y. jezeli x = (% — 1) : (u — (].2).
= (0.5 -3 % 2% §

Zadanie 9 (4 pkt)

Woda plynaca z kranéw: A, B i C moze napelni¢ basen w ciagu 4 godzin.
W ciagu godziny woda plynaca tylko z kranu A napelnia - basenu, a tylko
z kranu B — 1—’_; basenu. Ile czasu trwaloby napelnianie basenu woda plvnaca

tylko z kranu C?

Zadanie 10 (4 pkt)

Uzasadnij, ze jesli a =45, b= (2— v5)(1 =2v5) i ¢ = (=2 + v5) (11 + 2v/5),
to liczba —b% jest liczba wymierna.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Dane sg liczby a =3:5%-112, b=32.5%2.7-13i ¢=3-5-11 - 132, Liczba =

jest najmniejsza wspolna wielokrotnoscia liczb a 1 b, a liczba y — najmniejsza

wspolna wielokrotnoscia liczb a i e. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku ilorazu £.
Zadanie 2 (2 pkt)

" u)3
Oblicz warto$é¢ wyrazenia Eu-ﬂ:—lfjla-ﬁ’ dla 2 = V4 i y = V2. Wynik zapisz
w postaci dziesietnej i zaknduj jego ’rl.z} pierwsze cyfry po przecinku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Liczbe 1.(54) zapisz jako ulamek nieskracalny =. Zakoduj cyfry setek, dzie-
siatek i jednosci liczby m - n

Zadanie 4 (2 pkt)

Zakoduj trzy pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dziesietnego liczby

log, V2 + log, V/3.

Zadanie 5 (3 pkt)
Uzasadnij, ze iloczyn pieciu kolejnych liczb naturalnych jest podzielny przez
120.

Zadanie 6 (3 pkt)

Uzasadnij, ze liczba 7' - 117 ma 96 réznych dzielnikéw.

Zadanie 7 (3 pkt)
Przekatna sze$cianu o krawedzi a ma dlugos$é av/3,

a przekatna jego podstawy ma dlugosé av/2. Uzasad- %

nij, ze jesli dlugosé¢ przekatnej szeScianu jest liczba 4

wymierna, to dlugosé przekatnej podstawy jest liczba u\,."r';
niewymierna. = a

Zadanie 8 (3 pkt)

Logarytmy o podstawie 3 liczb a, b i ¢ sa kolejnymi liczbami naturalnymi.
Uzasadnij, ze liczba a 4 b + ¢ jest podzielna przez 13.

Zadanie 9 (3 pkt)

Uzasadnij, ze jesli av/?2 jest liczba wymierna réina od 0, to a jest liczba nie-
wylnierna.

1. Liczby rzeczywiste



Wieza CN Tower w Toronto jest najwyzszym budynkiem na zachodniej pol-
kuli. Stosunek jej wysokosci (553,33 m) do wysokosci, na ktérej znajduje sie
kosz wiezy (342 m) wynosi okolo 1,618. Jest to przyblizenie liczby zwanej ztotg
liczba lub zlotym stosunkiem. O odcinku moéwimy, ze zostal podzielony w zlo-
tym stosunku, jesli stosunek diuzszej czesci do krétszej jest réwny stosunkowi

calego odcinka do dluzszej czesci: £ = %E

£

+1/5

Dokladna wartosc zlotego stosunku wynosi
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2.1. Zbiory

Zgodnie z tradycja zbiory oznaczamy wielkimi literami. Aby opisa¢ zbior,
nalezy okresli¢, jakie sa jego elementy. Mozna to zrobié¢ slownie lub (jesli to
mozliwe ) wypisac¢ jego elementy, np.:

N=1{0,1,2,3,4,5,...} — zbiér liczb naturalnych

A={1,2,4,5,10,20} - zbiér naturalnych dzielnikéw liczby 20

Zhior, ktory ma skonezona liczbe elementow, nazywamy zbiorem skonczonym.
Zbior, do ktorego nalezy nieskonczenie wiele elementow, nazywamy zbiorem
nieskonczonym.

Aby zapisac¢, ze element nalezy do zbioru, uzywamy symbolu €, np. 7 € N,
aby zapisa¢, ze element nie nalezy do zbioru — symbolu &, np. v2 € Q.
Zbior, do ktorego nie nalezy zaden element, nazywamy zbiorem pustym i ozna-
czamy symbolem ().

Cwiczenie 1
Na diagramie przedstawiono szescioelementowy zbior A. Okresl, czy zdanie

jest prawdziwe.

a) 2€ A c) V16 e A e) —6¢ A
b)le A d) Voe A f) 6¢ A A

Jeszeze innym sposobem opisania zbioru jest podanie warunku, ktory muszag
spelnia¢ jego elementy. Na przyklad zapis B = {x € N : x* < 16} oznacza, ze
B ={0,1,2,3,4}.

Cwiczenie 2 Dwa zbiory sa réwne

Czy zbiory A 1 B sa rowne? wtedy i tylko wtedy,
a) A={reN:22< 27}, B={x e N:2* < 30} gdy maja te same
elementy:.

b) A={-3,-2,-1,0,1,2,3}, B={z € N: z* < 9}
Definicja

Zbiér A jest podzbiorem zbioru B, jesli kazdy element zbioru A jest ele-
mentem zbioru B. Zapisujemy to: A C B. Méwimy rowniez, ze zbior A

jest zawarty w zbiorze B. Zapis A ¢ B oznacza, ze A nie jest podzbiorem
zbioru B (zbiér A nie jest zawarty w zbiorze B).

Uwaga. Dla dowolnego zbioru A zachodza zawierania: A C A1) C A.
Jesli AC Bi B C A, to zbiory A i B sa réwne: A = B.

2. Jezyk matematyki



Przykiad 1 [ B )

Na diagramie obok przedstawiono zbiory: : _
A=1{1,2,83.4,5,6,7}, B=1{1,2,3},C=18,T}.
Miedzy tymi zbiorami zachodza zaleznosci:

BcAilcA L y

Cwiczenie 3
Czy prawdziwa jest ktoras z zaleznosci: A C B, B C A?
a) A=1{1,2,3,4,5,6,7}, B=1{3,4,5,6,7}

b) A={-4,-2,-1,0,1,2,4}, B={x € Z:z2* < 16}
c) A={zeR:2? =12}, B={-2v3,2/3}

Zwrocmy uwage, ze dla poznanych dotychezas _
T . 3 S ; ¢ N 7z
zbiorow liczbowych maja miejsce zawierania: QR

NcZcQcR

-
-

Zadania

1. Zapisz zbiory A1 B, wypisujac wszystkie ich elementy. Czy zachodzi ktoras
z zaleznosci: A C B, B C A?
a) A={zeN:2<5}, B={reN:a2*<36}
b) A={z€Z:-4<r< -2}, B={z€Z:4<2* <16}
¢c) A={xe€Z:22=49}, B={x e N:a? =49}
2. Cgzy zbiory A i B maja tyle samo elementow?
a) A — zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbiér dzielnikéw liczby 15
b) A — zbiér dzielnikéw liczby 36, B — zbior dzielnikéw liczby 48
*c) A — zbidr liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 2 lub
przez 5, B — zbior liczb naturalnych mniejszych od 100 podzielnych przez 3
lub przez 4
3. Liczba podzbioréw zbioru dwuelementowego {1, 2} jest réwna 2%, Podzbio-
rami tymi sa: 0, {1}, {2}, {1,2}. Wypisz wszystkie podzbiory:
a) zbioru trzyelementowego {1,2,3} i sprawdZ, czy jest ich 2°,
b) zbioru czteroelementowego {1,2, 3,4} i sprawdz, czy jest ich 27,
4. Ktory ze zbiorow A, B ma wiecej podzbiorow?
a) A={neN:2<n®<125}, B={ne N:n|l125}
b) A={ke€Z:2<k*<15}, B={ke€Z:1<k'<T5}

2.1. Zbiory 63 IS
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2.2. Dziatania na zbiorach

Na diagramie obok zbior U oznacza zbior wszystkich
rozpatrywanych elementow i jest nazywany przestrze-
nia. Gdy mowimy o liczbach, to przestrzenia jest zwy-

s e N U
kle zbior liczb rzeczywistych R.

Definicja
Iloczynem zbiorow A i B nazywamy zbior elementéw, ktore naleza jedno-
czesnie do obu tych zbioréw. lloczyn zbioréw A i B oznaczamy: AN B.

AnB={z:z€A i z € B}

Na diagramie iloczyn A N B jest przedsta-
wiony jako obszar podwdjnie zakreskowany.
Zauwazmy, ze iloczyn zbiorow jest ich cze-
Scia wspolna.

., J
Przykiad 1
Niech A = {1,2,3,4}, B = {0,2,4,6,8,10}. Tylko liczby 2 i 4 naleza do obu
zbiorow jednoczesnie, zatem:
ANB = {2,4)
Cwiczenie 1
Na podstawie diagramu podaj elementy zbioréw: A, B oraz AN B.
2) ( A B i b) (
U
L5 4 “ A

Cwiczenie 2
Wyznacz iloczyn zbiorow A i B.

a) A= {[]._2?4._6._8._ 10,12, 14,16‘18}, B = {0,3,6,9,12,15, 18}
) d={ibn bbbt B=(0 0 20 0

c) A=1{0,1,2.3,4,5,6.7}. B = {logl,log10,log100,log 10000, log 100000}

2. Jezyk matematyki



Zbiory A i B nazywamy rozlgcznymi, gdy nie maja

wspolnych elementéw, czyli gdy AN B = (). Na dia-
gramie obok przedstawiono rozlaczne zbiory A i B.
U

Cwiczenie 3
Czy zbiory X 1Y sa rozlaczne?

a) X - zbior liczb parzystych, Y - zbior liczb nieparzystych

b) X — zbioér liezb parzystych, Y — zbiér liczb podzielnych przez 5
Definicja

Sumg zbiorow A i B nazywamy zbior elementow, ktore naleza do co naj-

muiej jednego ze zbioréw: A lub B. Sume zbioréw A i B oznaczamy: AU B.
AUB={z:z€ A lub z € B}

Na diagramie suma A U B jest przedstawiona
jako obszar zakreskowany.

Przykiad 2
Jesli 4 =42,3,4} 1. B = {1,3,5,T}
todUB =1{1,2.8,4.5Tk

Cwiczenie 4
Na podstawie diagramu podaj elementy sumy zbiorow A i B.

-

a) A B h b) [ A B

O L O

U U

\ o %

Cwiczenie 5
Wyznacz sume zbiorow A i1 B.
a) A={5,10,15,20,25}, B ={9,10,11,12,13,14,15}

b) A - zbiér dzielnikéw liczby 6, B — zbidr dzielnikéw liczby 8

Cwiczenie 6
Korzystajac z diagramu, wyznacz zbiory: A ‘“ "
a) AUB, AUC,BUC, AUBUC, ‘ )

! i

b) ANB, ANC,BNC,AnBNC.

2.2, Dzislania na zbiorach
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Definicja
Réinica zbiorow A i B nazywamy zbior elementow. ktore naleza do zbioru
A i nie naleza do zbioru B. Réznice zbiorow A i B oznaczamy: A\ B.

A\B={z:r€ Aiz ¢ B}

Na diagramie réznica A\ B jest przedstawiona jako
obszar zakreskowany.

Przykiad 3
Wyznacz zbiory A\ Bi B\ A, jesli A= {0,2,4,6,8} i B={0,1,2,3}.

A\ B = {4,6,8} B\ A={1,3}

Cwiczenie 7

Wyznacz zbiory A\ B i B\ A, jedli:

a) A={1,3,5,7,9,11}, B=1{0,1,2,3,4,5,6),

b) A={neN:8nin<50}, B={neN:6lnin <50}

Szezegolnym przypadkiem réznicy zbiorow jest do-

pelnienie zbioru. ktére oznaczamy przez A’ i defi-

niujemy jako roéznice calej przestrzeni i zbioru A:
A=U\NA={zeU:2¢ A}

Obszar zakreskowany na diagramie to zbior A’.

Cwiczenie 8
Rozpatrzmy zbior U = {0,1,2,...,10} oraz jego podzbiory A i B, przy czym
do zbioru A naleza liczby parzyste, a do B liczby podzielne przez 3. Uzasadnij,
ze zachodzi rownosc:
s) (ANB) =A'UB, b)(AUB)=anp. | Fta¥a Dellorgana
(ANB) = AU B
Pn.da.fle obok réwnosci zachodza f.lla dowolnych (AUB) = AN B
zbiorow A, B. Nazywane sa prawami De Morgana.

2. Jezyk matematyki



Zadania

1

Na diagramie przedstawiono zbiory A i B. A B
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.

Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A,

gdy: i
a) A={-2,-1,0,1,2}, B={-3,-1,1,3}, ‘
b) A= {1,1,2,4}, B={0,1,v2,V4},

c) A=N,B=L. =
=
. i WoiE ——i -
Na diagramie obok obszar potrdjnie zakre- I=—s
L™ V A I
skowany odpowiada zbiorowi AN BNC. 44

Wyznacz ten zbior, jeSli A = {1,3,5,7.9},

B=1{2,3,4,56,7}, C=1{1,2,4,5,7,8). 2

A jest zbiorem spoélglosek w slowie arytmetyha, B — zbiorem spolglosek
w slowie geometria, a C' — zbiorem spolglosek w slowie algebra. Wyznacz
zbior:

a) AN B,
b) A\ B,

c) B\ A,
d) Bnc,

e) B\C,
f) C\ B,

g) ANBNC,
h) AuUBUC.

Ktory z ponizszyveh diagramow odpowiada zbiorowi:

a) (ANB)\ C, b) C\ (AU B), ¢) (ANC)U(BNC)?

11 I 111

Przyjmij, ze zadne dwa sposréd zbio-
row: A, B,C nie sa rozlaczne i na od-
dzielnych diagramach przedstaw zbiory:
a) AU(BNC) i (AUB)N(AUCQ),
b) AN(BUC) i (ANB)U(ANCQC),
c) AN(B\C) i (AnB)\(ANCQC),
d) B\ (AUC) i (AUB)\(AUCQC).

Poréwnaj otrzymane wyniki.

Czy wiesz, ze...

Diagramy ilustrujace zalez-
nosci miedzy zbiorami — ta-
kie jak uzyte w tym tema-
cie — nosza nazwe diagra-
mow Venna na czes¢ angiel-
skiego matematyka i filozofa
Johna Venna (1834-1923).

2.2, Dzislania na zbiorach
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7. Dany jest zbior U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9,10}. ( i
Przerysuj przedstawiony obok diagram do ze- A
szytu 1 umies¢ na nim liczby ze zbioru U, ko- A B
rzf:rﬂtaj ac z podanych nizej :;nfﬂrma{:ji. | AvA
ANBNC=1{1,2}ANEB = §1,2,3} > v
BNC ={1,2,6}, ANC = {1,2}, = C Y
A=41,2,8,4,9};, B=141,2,3,6,7,8) C-=1{1,2,5,6}:
Nastepnie wyznacz zbiory:
a) AUB, AUC, A\ C, B\ C, c) AU(BNC), (AuB)NC,
b) A\ (BNC), (A\ B)NC, d) AnB,Aul, AAuB Ul

8. W ofercie pewnej stolowki sa tyvlko trzy zupy: pomidorowa, szczawiowa
i grochowa. Wsrod 300 uczniow korzystajacyveh z tej stoléwki przeprowa-
dzono ankiete, ktorej wyniki podano ponizej.

130 uezniow lubi zupe pomidorows,

110 uezniow lubi zupe szezawiowa,

80 ucznioéw lubi zupe grochowa,

40 uczniow lubi zupe pomidorowa i szezawiowa,
30 uczniow lubi zupe pomidorows i grochows,
20 uezniow lubi zupe szezawiowa i grochows,

10 uezniow lubi wszystkie zupy.

Przerysuj do zeszytu i uzupelnij powyzszy diagram. Podaj, ilu uczniow:
a) nie lubi zadnej z oferowanych przez stolowke zup,
b) lubi dokladnie jedna zupe oferowana przez stolowke.

¢) lubi dokladnie dwie zupy oferowane przez stolowke.

9. W 30-osobowej klasie 14 uczniéw ma psa, 9 — kota, 3 — swinki morskie,
a & nie ma zadnego z wymienionych zwierzat. Uczniowie majgcy Swinki
morskie nie maja innych zwierzat. Podaj. ilu uczniow ma jednoczesnie psa
1 kota.

10. Naszkicuj diagramy dla zbioréw:
(AUBUC),(ANnBNnC),AuB'UC, AnB nNnC

Na ich podstawie sformmluj odpowiednie prawa rachunku zbiorow.

68 2. Jezyk matematyki



lloczyn kartezjanski zbiorow. Punkty kratowe

Definicja
Iloczynem kartezjanskim zbiorow A 1 B nazywamy zbior wszystkich par
(a.b) takich, ze a € A oraz b € B. Zbiér ten oznaczamy symbolem A x B.

Nazwa .iloczyn kartezjanski” upamietnia francuskiego ma-
tematyka, fizyka i filozofa René Descartes’a zwanego Karte-
zjuszem (1596-1650), autora sentencji .Mysle, wiec jestem”.
Wprowadzil on do geometrii metode wspolrzednych. Obec-
nie stosujemy w matematyce wiele oznaczen Kartezjusza, np.
zimienne: T,1, 2, ..., wspolezynniki literowe: a,b.c, ..., zapi-

sywanie poteg w postaci: a’, 2%, 21, ...

Przyktad 1 bbb XL
a) Zbiér Z x Z to zbiér wszystkich par (x,y) takich, e e svpe g g e
ze x i y sa liczbami calkowitymi (rysunek obok). S A 5 3 S S S
Nazywamy go zbiorem punktéw kratowych. g O B T
b) Niech A = {1,2}, B = {1,2, 3}, woéwczas: o ‘* T "'
Ax B={(1,1),(1,2),(1,3),(2,1),(2,2), (2.3)}. I Sa

1. Dane sg zbiory: A = {1,2}, B = {-1,0,1}, C = {0,1,2,3,4}. Zaznacz
w ukladzie wspolrzednych zbiory: A x B, Ax C, B x (.

Twierdzenie Picka

Pole wielokata, ktorego wierzcholkami sa punkty kratowe, mozna obliczy¢,
korzystajac ze wzoru P = w+ -"_;' — 1, gdzie w jest liczba punktow kratowych
nalezacych do wnetrza wielokata, b — liczba punktow kratowych nalezacych
do brzegu wielokata.

Przyktad 2
Dla wielokata przedstawionego na rysunku obok ma-
my: w = 24, b= 10, czyli pole P = 24 + % — 1 =28.

2. Korzystajac z twierdzenia Picka, oblicz pole wie-
lokata ABC'DE,
a) A(—4,4), B(-2,-1), C(3,2), D(2,5), E(0,3)
b) A(-4,1), B(-1,-2),C(1,2), D(7,1). E(-1,5)

lloczyn kartezjanski zbiordw. Punkty kratowe 69
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2.3. Przedzialy

B Przedzialy ograniczone

Przyktad 1

Zaznacz na osi liczbowej zbior tych liczb x, ktére spelniaja jednoczesnie dwa
warunki (nieréwnosci): # > -2 1 x < 3.

Liczby, ktore spelniaja obie nierdownosci jednoczesnie, musza by¢ wieksze od
—2 1 mniejsze od 3, co zapisujemy symbolicznie: —2 < x < 3. Na osi liczbowe)
zbior ten przedstawiamy nastepujaco:

J} ¥ ¥ ¥ ¥ j)-—"i'
—2 0 3

Liczby —2 1 3 nie naleza do zbioru. Na osi zaznaczamy je pustymi kétkami.

Ten zbior nazywamy przedzialem otwartym od —2 do 3, co symbolicznie za-
pisujemy (—2:3). Liczby —2 i 3 nazywamy koncami przedziatu.

Podajac, ktore liczby @ spelniaja obie nierownosci, piszemy: x € (—2;3).

N bi o . Warunek, ktory spelniajg [lustracja
& ‘.I' rl ] A Je C * » ¥ »

NG ED LILREER liczby & nalezace do zbioru graficzna

przedzial otwarty (a;b) a<z<b s 7

Uwaga. Przedzial otwarty (a:; D) czesto zaznacza sie na osi liczbowej nastepujaco:

5 !
a b

Cwiczenie 1
Zapisz nierownosci, ktore sa spelnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej.

a) (—3;2) b) (0:4) c) (—%: z) d) (100; 150)
Przyktad 2
Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych warunek: —2 < @ < 3.
l + : + + >
-2 0 3

Liczby —2 1 3 naleza do zbioru, dlatego na osi konce przedzialow zaznaczamy
zamalowanymi kotkami. Ten zbior nazywamy przedzialem obustronnie do-
mknietym od —2 do 3 i zapisujemy symbolicznie (—2:3).

2. Jezyk matematyki



Jesli do przedzialu nalezy tylko jego lewy koniec, to przedzial nazywamy le-
wostronnie domknietym. zas jesli nalezy do niego tylko jego prawy koniec
— prawostronnie domknietym.

N bior 0 _ Warunek, ktory spelniaja [lustracja
Sasia ZhIoT HHACRER liczby @ nalezace do zbioru eraficzna
przedzial domkniety (a; b) a<ae<h . >
przedzial lewostronnie b ' < g o
domkniety (a;d) asT <0 “p— ?
przedzial prawostronnie _ N
domkniety (a;b) a<z<bh T ®

Dlugoscia kazdego z przedzialéw (a: b). (a:b) (a:b) (a:b) nazywamy liczbe: b — a.

Cwiczenie 2

Zapisz nierownosci, ktore sa spelnione przez liczby nalezace do podanego prze-
dzialu. Zaznacz ten przedzial na osi liczbowej. Podaj. ile liczb calkowitych
nalezy do tego przedzialu.

a) (—1;4) b) (£:5) ¢) (-2;-1%) d) (—60;40)

M Przedzialy nieograniczone

Przyktad 3

a) Zbior liezb spelniajacych nieréwnosé x > —1 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —1 do oo i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

i * ¥ ¥ >
-1 0

b) Zbior liczb spelniajacych nieréwnosé @ < 3 nazywamy przedzialem otwar-
tym od —oc do 3 1 zapisujemy symbolicznie (—o0; 3).
I -

ﬁ ¥ ¥ 3

Przykiad 4
a) Zbior liczb spelniajacych nieréwnosé @ = —1 nazywamy przedziatem lewo-
stronnie domknietym od —1 do o i zapisujemy symbolicznie (—1;00).

: ; >
—1 0

b) Zbiér liczb spelniajacych nieréownosé @ < 3 nazywamy przedzialem prawo-
stronnie domknietym od —oc do 3 i zapisujemy symbolicznie (—oc: 3).

1

0o T 3

Uwaga. Zbior liczb rzeczywistych R mozemy zapisac jako przedzial (—oc; 00).

2.3. Przedzialy



Cwiczenie 3
Przerysuj ponizsza tabele do zeszytu 1 ja uzupelnij.

Naera bl o L Warunek, ktory spelniaja Tlustracja
S ZBIoT ARACZEME  Jiczby o nalezace do zbioru graficzna
przedzial otwarty (a@; 00) i >
przedzial lewostronnie S ?
domkniety {a; oc) r2za 1
7 / r<b -
, (—00; b) 7 | 7
Zadania

1. Zapisz jako przedzial zbior liczb spelniajacych podany warunek.

a) -7T<x<0 b) Ti <z <2 c) .-r}?} d) .rc::-%,;

2. Zapisz symbolicznie ponizsze przedzialy i podaj warunki, ktore musza spel-
nia¢ nalezace do nich liczby.

: _0 ‘ L "
a) T 5 c) 1 2 e) T 10 g) e I
3> - » —_— o s B
b) ™% d) 3T = f) = V3 h) = on

3. Zaznacz na osi liczbowe] 1 zapisz w postaci przedzialu zbior wszystkich:
a) liczb dodatnich, ktérych odleglosé od zera jest mniejsza od 4,
b) liczb ujemnych, ktérych odlegloéé od zera jest nie wieksza niz 4.
¢) liezb nieujemnych, ktérych odleglosé od zera jest wieksza od 2%,

d) liczb niedodatnich, ktorych odleglosé od zera jest nie mniejsza niz V2.

4, Zaznacz na osi liczbowej 1 zapisz w postaci przedzialu zbior, do ktorego:
a) naleza liczby odlegle od liczby 1 o mniej niz 2,
b) naleza liczby odlegle od liczby —1 o mniej niz 3,

¢) naleza liczby odlegle od liczby 3 o nie wiecej niz 2,

)
oo A : s L : e
d) naleza liczby odlegle od liczby —3 o nie wigcej niz 3.

5. Wypisz wszystkie liczby calkowite ILdlL?QU’:" do przedziatu:

) < } I) (Ub) —3 —> d) <—%;—2>.

B 72 2. Jezyk matematyki



10.

11.

12.

13.

Ktore sposrod liczb: @, y, z naleza do podanego przedzialu?
a) (—22;328), z=-%, y=-23, 2=32
b) (-1;2), =-1,01, y=-0,(9), z2=1,(9)

Ile liczb calkowitych x spelnia podany warunek?
a) Vv € (1;2) b) & € (2;3) ¢) Ja € (1;2) d) ¥z € (—2;0)

Sprawdz, czy zachodzi ktoras z zaleznosci: A C B, B C A.
W) A= (~1;2), B= (13 0 A= (-5%). B (-52)
b) A= (~o0;7), B =(27) d) A= (2;7), B= (r; V50)

Podaj najdluzszy przedzial domkniety, ktorego konce sg liczbami catkowi-
tymi 1 ktory jest zawarty w przedziale:

a) (—23:5), b) (=m:6), c) (-3%:23), ) (-v2V3).
Wskaz na osi liczbowej liczbe jednakowo odlegla od koncow przedziatu:

a) (—3;1), b) (—2;3), c) <\/§;4\/§>! d) (13;23).

Dla jakich wartoSci parametru p przedzialy (p; p+1) oraz (2p; 2p+1) maja
dokladnie jeden punkt wspolny?

Wspélrzedne (x,y) punktéw nale- B O
zacych do prostokata A (rysunek I
obok) spelniaja warunki: @ € (3;5)
iy € (—1;3). Zapisz warunki, ktére o S .
spelniaja punkty nalezace do: J' i =i A i
a) prostokata B, — ol 1 — WE
b) kwadratu C. it T

Na ktorym z ponizszych rysunkéw przedstawiono zbiér punktow (x,y),

ktorych wspoélrzedne spelniaja warunki:

a) ¢ € (2;4), y € (1;4), b) x € (1;5), y € (2;4), ¢) x €(1;5),y € (1;4)7

AN EEEEE I BINTEERN I R(iFEENET
S EEE A i [,__ +

o1 | :i:i1x ©Ol1] [iix ©Ol1:7]:i:iix

Uwaga. Linia przerywana na rysunku oznacza, ze lezace na niej punkty nie naleza
do zbioru.

2.3. Przedzialy
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2.4. Dziatania na przedziatach

Przedzialy to podzbiory zbioru liczb rzeczywistych, mozna wykonywad na nich
dzialania: U,N, \.

Przyktad 1
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\B, B\ A, gdy A= (-2;3) 1 B = (0;5).

Kiedy wykonujemy dzialania na przedzialach, wygodnie jest poslugiwac sie
ich ilustracja graficzna.

A B
5 : 5 ; ; b 2 N
—2 0 3 3]
AUB = (—-2:5) Sumie przedzialéw A i B odpowiada ta czesé osi,
o ktora jest zaznaczona co najmniej jednym kolorem.
lloczynowi przedzialow A i B odpowiada ta czesc osi,
AN B = (0;3) iR : e

ktora jest zaznaczona dwoma kolorami.

A\ B = (~2;0) Réznicy A\ B odpowiada ta czes¢ osi, ktéra jest
’ zaznaczona tylko kolorem niebieskim.
B\ A= (3;5) Roznicy B\ A odpowiada ta cze$¢ osi, ktéra jest
= (3:5
zaznaczona tylko kolorem czerwonym.

Uwaga. Wykonujac dzialania na przedzialach, zwroc szezegolna uwage na ich konce.
Na osi liczbowej uzywamy pustego kélka, gdy liczba odpowiadajaca temu punktowi
nie nalezy do zbioru, a kétka zamalowanego — gdy nalezy.

Cwiczenie 1
Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (1;4), B=(2;6) c) A= (1;3), B=(-5;3)
b) A={—4;1), B=(1;3) d) A=(-3;2), B=(-12)
Przyktad 2

Zbiér X zaznaczony na osi liczbowej jest suma przedzialéw (—3;0) 1 (1;4).

X =(-3;00U(1;4)

e
Cwiczenie 2
Zaznacz na osi liczbowej zbior X.
a) X = (—4;-1)U(2;4) b) X = (—6;—5) U (—3;2) U (4; 00)

2. Jezyk matematyki



Przykiad 3
Wyznacz zbiér A\ B, jezeli A = (—2;3) i B = (0;2).

A . B . Réznica zbiordw A i B

£ + i + & & gty o g

—9 () 9 3 jest suma przedzialow.
A\ B = (-2;0) U (2;3)
Cwiczenie 3
Wyznacz zbior A\ B.
a) A= (-5;4), B=(-3;-1) ¢) A= (-3;00), B=(-1;2)
b) A= (-3;5), B=(2;2) d) A=R, B=(-3;1)

Zadania

1. Wyznacz zbiory: AUB, ANB, A\ B, B\ A.
a) A=(-3;0), B=(-1:;4) c) A= (—00;2), B=(0;2)
b) A=(-42), B=(-%3)  d) A={-1;2), B= (%)

2. lle elementow nalezy do zbioru X7 Wykonaj odpowiednia ilustracje gra-
ficzna.
a) X =(-56)NN b) X =(-3;3)NZ c) X =(—mm)NN

3. Niech A =(-5;3), B=(-T;4). lle liczb calkowitych nalezy do zbioru:
a) AU B, b) An B, ¢c) A\ B, d) B\ A?

4. Zaznacz zbior X na osi liczbowej.
a) X = (—2;0) U (1:2) U (4;6) ¢) X = (—o0;—4) U (-2;1) U {3}
b) X =(-3:-1)U(0:2) U(3;00) d) X =(—00;—-2)U{0,1}U (4;00)

5. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B, a nastepnie wyznacz zbiory: AU B,
ANB, A\ B, B\ A.

a) A= (-3:1)U(3:6), B = (0;4) d) A=(-2;0), B={0}U (3;5)
b) A=(-2;1)U (4;5), B = (0;00) e) A= (0;7), B=(1;3)U (8;9)
c) A= (—o0;0)U(2;5), B=(-1;6) f) A=(1;9), B=(1;2)U(6;9)

6. Zaznacz na osi liczbowej zbiory A i B. Wyznacz zbiory: A\ Bi B\ A.
a) A= (-5;2), B=1{1,2} ¢) A= (—ox;4), B={0} U (4; )
b) A= (3;x), B={2,3,4} d) A={1,2,3}, B={1} U (2; )

2.4, Dzialania na przedzialach 75
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7.

10.

Zapisz w postaci przedzialéow zbiory: A = {r e R: 2 > —4 i a2 < 0},
B={zeR:x>-1iz<3},C={xeR:z>2}, anaste¢pnie wyznacz
zbior:

2) (AUB)\C,
Wyznacz zbiory: A', B'1 A'N B, gdy:

a) A=(-3;0), B =(3;3), ¢) A= (—o0;1)U(3;00), B = (—4;4),
b) A= (—4:4), B = (0;2), d) A= (—oc;0)U(1;5), B=(—5;—-1).

b) (AuC)\ B, e} (AnB)\ L.

A'=R\A

Podaj za pomoca przedzialow, jakie warunki spelniaja wspolrzedne punk-

tow (x,y) nalezacych do przedstawionego zbioru.

R O L )R O L 0 O O O O
PRI Ly [
o[ 1 X 0|1 X

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbidr punktéw (x,y), jesli spelniony

jest warunek x € (—3; —1) U (1;2) oraz:
a) y€(—2;3), b)ye(-3;-1)U(1;3),

Na rysunku przedstawiono poczatkowe etapy zaproponowanej przez Geor-
ga Cantora (1845-1918) konstrukecji pewnego zbioru. Zaczynamy od prze-
dziatu Cy = (0: 1), ktéry dzielimy na trzy czesci réownej dlugosei i usuwamy
srodkowa czes¢ bedaca przedzialem {-31—. é) W ten sposob otrzymujemy
zbior C'y = (0; ii} U {f 1). Nastepnie z kazdej czesci zbioru € usuwamy jej
srodkowa trzecia czesé itd.

0 i
Cy
Cs
G — ' — e = L =
Cy = -- S = e S

c) y € (—oo;—1) U {2;00).

11. a) Zapisz zbior (', w postaci sumy przedzialow. Jaki jest stosunek sumy

dlugosci przedzialow wchodzacych w sklad zbioru €5 do sumy dlugosci
przedzialow wehodzacych w sklad zbiorn €7

b) Jaki jest stosunek sumy dlugosci przedzialéw wchodzacych w sklad
zbioru C'y do dlugosci zbioru Cy7

2. Jezyk matematyki



2.5. Rozwigzywanie nierownosci

Mowimy, ze liczba spelnia nieréwnosc, jesli po podstawieniu jej w miejsce nie-
wiadome] otrzymujemy nierownos¢ prawdziwa. Np. liczba 7 spelnia nieréow-
nos¢ x+1 > 5, bo 7T+ 1 > 5. Rozwigzanie nieréwnosci polega na wyznaczeniu
zbioru wszystkich liczb, ktore ja spelniaja.

Cwiczenie 1

Sprawdz, czy podana liczba spelnia nieréwnosé %;r -2 1.

a) 2 b) 4 ¢) 6 d) 8

Przykiat! 1+ L Nieréwnosci > i < nazywamy
- - d Tl . » » . -
a) Rozwiaz nieréwnosé z + 3 > 7. nieréwnoéciami ostrymi.
r+3>7T
; . ; . Od obu stron nierdGwnosci odejmujemy 3
r+3-3>7-3 nie zmienia to jej zbioru rozwiazaii.
e Nierownoscé jest spelniona dla x € (4; 0¢).
b) Rozwiaz nieréwnosé¢ = — 4 < 5. Nierownosci =2 1 € nazywamy
5 nierownosciami nieostrymi.
r—4<5
r—4+4<5+4 Do obu stron nierdwnosci dodajemy 4
nie zmienia to jej zbioru rozwigzan.
r<9 Nierdwnosé jest spelniona dla x € (—20:9).

Zauwaz, ze dodanie tej samej liczby do obu stron nieréwnosei lub jej odjecie od
obu stron jest rownowazne przeniesieniu tej liczby na druga strone nierownosci
# przeciwnym znakiem.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nierownosc¢. Podaj najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca te nie-
rOWNOSC.

a) 2+309<273 b)r—32>2

b=

¢) xz— % < -0 d) 2z —-3>z2+17

L=

Definicja
Dwie nieréwnoseci nazywamy rownowaznymi, jesli maja one te same zbiory
rozwiazai.

Cwiczenie 3
Czy podane nieréwnosci sa rownowazne?!

a) T —13 <56, = +26>95 b)z+i>2 z+ 52>

b | =

2.5. Rozwiazywanie nierdwnosci
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Jezeli obie strony nieréwnosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe dodatnia, to otrzymamy nierownosé réwnowazna.

Przykiad 2
Rozwiaz nieréwnosé 6x + 5 < 17.
6r +5 <17 Od obu stron nieréwnodei odejmujemy 5.
Bx <12 [:6 Obie strony nieréwnodei dzielimy przez 6.
<2

Cwiczenie 4
Rozwiaz nierownosé.

a) 3z +7<34 b)izx-1>

- ¢)0lz+1<—-5 d)Se—T7>23x+5

Ll =

Jezeli obie strony nierownosci pomnozymy lub podzielimy przez te sama
liczbe ujemna, to po zmianie zwrotu nieréwnosci otrzymamy nieréwnosc
rownowazna.

Przykitad 3

a) Rozwiaz nieréwnos$é —ix > 5.

—%;’!T > 5 / . (—3) Mnozymy obie strony nieréwnoéei przez —3.
r<—15 Zmieniamy zwrot nierdéwnosei.

Zwroc uwage na to, ze zamiast mnozy¢ obie strony nierownosci przez liczbe
ujemna (—3). mozna je pomnozy¢ przez 3 i przenies¢ odpowiednie wyrazy na
drugg strone nierownosei.

b) Rozwiaz nieréwnosé —6x — 4 < —13.

—b6r—4 <€ —13 Do obu stron nierdwnosel dodajemy 4.
—6x < -9 ,"" 3 (m[}] Dzielimy obie strony nieréwnosci przez —G6.
T = % Zmieniamy zwrot nierdéwnosel,

Cwiczenie 5

Rozwiaz nieréwnosé. Zaznacz na osi liczbowe] zbior rozwiazan nieréwnosci.

a) —3r—T7<2 ¢) (z—1)=2a+5 e) L2 < 22
b) —2z+1<5 d) 2(z+3) > 32 +4 f) 2z 2fl

2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 6

, . Rozwiaz nieréwnosc.
Przeczyta] przyklad w ramce. Sprawdz,

. bl i . g 1-3 1
czy nierownosc jest spelniona przez kazda a) S st fah
liczbe x € R, czy jest sprzeczna. 1 —3x < —3x
a) 3(2—3z) > —0,5z +1 1 <0z  sprrecznoéé
. Nierownosc jest sprzeczna
b) —2(3z —2) > (3 — 4z ; ey i
) —5(32 ) > 3 r) (nie spelnia jej zadna liczba).
c) 2 < il
) 5 5 b) 4z —2>4x—10
4-3 2-5 =
d) == > 5= +5 Ox = —8
g) et o dutl 22 Nierownos¢ jest spelniona
przez kazda liczbe x € R.
Zadania

1. Zapisz w postaci przedzialu zbior liczb spelniajacych ponizszy warunek

(klamra oznacza, ze obie nieréwnosci maja by¢ jednoczeénie spelnione).
) r+92>213 b) 3x+6> -9 ) —2r+3<4
a ) c
2r—606 < 4 l—x>3 h—dr =1

2. Zaznacz na osi liczbowej i zapisz w postaci przedzialu zbior liczb, ktore
jednoczesnie spelniaja obie nieréwnosci. Podaj najmniejsza 1 najwicksza
liczbe calkowita nalezaca do tego przedziahu.

a)2r+20>8 i 5<1—=z c) 2r+3<T71i3-4z<19

b) 20 4+3>2 i 42 <3 d)3r+9> -7 1 =3z >4r+ 21
3. Ktore sposrod liczb: a =1— /2, b= 5 —1, ¢ = 7 + 2, spelniaja podana

nierownosdé?

a) Sx—2>z+3 ¢) 2> zH e) 2 <33

b) 2z — o< dw—¢ d) 21 > &2 f) =3(z+3) > =
4. Rozwiaz nierownosc.

) 2- 242 < 252 e e

b) &Ht -2l —2 e) —tr— 2 >3 8

) B +15 52 f) gl -2l < - 2

5. Rozwiaz nierownosc.

a) V3z—6<9—-2v3x b)V2r+4<v8x—-8 «¢) Vir< 5?—':1:—2%

2.5. Rozwiazywanie nierdwnosci
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= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b prawdziwa jest jedna z relacji:
a < b, a=0>0lub a > b. Wlasnoé¢ ta nosi nazwe trychotomii.

= Dla dowolnych liczb rzeczywistych a, b, ¢ zachodzi nastepujaca wlasnos¢
(zwana przechodnioscia): jeSlia <bib < e, toa < c.

a) Jesli podwoimy liczbe naturalna n, od otrzymanego iloczynu odejmiemy
11, a uzyskana roéznice pomnozymy przez 3, to otrzyvmamy liczbe naturalna
muniejsza od 21. Podaj mozliwe wartosci n.

b) Jesli potroimy calkowita liczbe ujemna k., do otrzymanego iloczynu do-
damy 7, a nastepnie otrzymana sume pomnozymy przez 4, to otrzymamy
liczbe wieksza od 2. Podaj mozliwe wartosci k.

¢) Jedli od polowy liczby naturalnej m odejmiemy trzecia czesé liczby m
pomniejszonej o 2, to otrzymamy liczbe mmniejsza od 3. Podaj mozliwe
wartosci m.

Wysokos¢ prostopadloscianu jest rowna b cm, a jego podstawa jest kwa-
drat o boku 3 c¢m. Jakie wartodci calkowite moze przyjmowac k. jesli:

a) suma diugosci wszystkich krawedzi tego prostopadlodcianu jest wicksza
od 38 cm 1 mniejsza od 46 cm,

b) pole powierzchni calkowitej tego prostopadlodcianu jest wieksze od
40 em? i mniejsze od 68 cm??

Wiasciciel klubu chee zaprosi¢ na koncert jeden z dwoch zespolow rocko-
wych. Zesp6l Gamma zazadal za wystep 2230 zl, a zesp6l Kappa — 1550 zl

plus 8 zl od kazdego uczestnika koncertu. Dla jakiej liczby uczestnikow
tansze bedzie zaproszenie zespolu Gamma?

Ktory symbol, < czy >, nalezy wstawié¢ w miejce [7], aby otrzymad nieréw-
nosé¢ prawdziwa, jesli ¢ < 0 oraz a > b7 Zapisz te nieréwnosé¢ w zeszycie.

a) —ac?] —be b) (% 7 (% c) {% & %

Czy ponizsze zdanie jest prawdziwe (odpowiedz uzasadnij)?
a) Dla dowolnych liczb p, ¢. jesli p < q, to p* < ¢°.

b) Dla dowolnych réznych od zera liczb p, g, jesli p < ¢, to - > <.

Udowodnij.
a) Jeslip<qir<s,top(r—s)>qlr—s).

*b) Jedli p.g.r.s > 01 L < £, to & < B oraz BT < L.

q+& q+s
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Warto powtorzyc

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian

Przypomnijmy, ze aby pomnozy¢ sume algebraicznag przez jednomian, nalezy

kazdy wyraz sumy pomnozy¢ przez ten jednomian.

(a+b)-c=a-c+b-c

Wykonaj mnozenie.

a) (3z2+ 2z — 4)z? d) v2z* (\/gzzry - -yf’)
b) —2¢%(j2* — 2 - 2) e) (z%y —ay +ay®)a?y
c) —3z*(4a?y — 229°) f) 2v3xy? (\/_.r y* — y)
Dopasuj do figury wzor na jej pole.
A. B. C. D.
o ==
A o [
: B
a+1 a+1 a+1 2a
I. 2a* +a II.a> +a ITI. %u.? + %u. IV.a+ 3

Wykonaj mnozenie i zredukuj wyrazy podobne.
a) 2z(3z — 4) — 6z(x® + 2z — 3)

b) —32%(a* — 22+ 6) — 23“ — 4a)

¢) v6z* (\/—;I.'— \/—) ( z? 4\/51:)

d) xy*(2z — 3ay +y) J(l, Sfj)

e) —32y(xy — 2y’ ] say? (42’ — 162%y)

f) —z2%y(—2z+y) — u( — 2*y) — 5(2°y + xy)

Uzasadnij, ze wartos¢ wyrazenia nie zalezy od wartosci zmiennej .

a) 42°(2® — 3z + 1) —3z(52° — 22 + 1) —4(2® — 2z — 8)

1

b) V152 (2v32® — 65z — V10) — 2v/522 (3z — 3v/15) + V6(5z — 1)

Uzasadnij, ze suma pol figur F i F5 réwna sie roznicy pol figur Fiy i F.

o
+
Fi = ) - F3
e Fs |+ e
r+2 - & _’-.I%M
+ § Ha
= T =
- . r—1| Fy |

Mnozenie sumy algebraicznej przez jednomian
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2.6. Wytaczanie jednomianu przed nawias

Jezeli w poszezegolnyeh wyrazach sumy rozpozna sie jednakowe czynniki i wy-
laczy je przed nawias, latwiej bedzie wykona¢ obliczenia.

Przyktad 1

Oblicz sume 7-494 7 - 51.

Wytaczamy przed nawias liczbe T: Korzystamy z wiasnobci dsialas
T-494+7-51=7-(49+51)=7-100 = 700 alb+e)=a-b+a-c

zwanej rozdzielnoscia mnozenia
. wzgledem dodawania.
Cwiczenie 1

Oblicz w pamieci.

a) 2-183+4+2.17 c) 3-251+3-249 e) 12.228+12.172

b) 9-27+9-23 d) 6-378 46222 f) 19-116419-84
Rowniez w sumach algebraicznych mozna wylaczy¢ wspolny czynnik przed
nawias.

Przyktad 2

Dana jest suma algebraiczna 6x* + 1222, Wylacz przed nawias wspolny czyn-
nik.

» Wylaczamy przed nawias 6: 6 + 1227 = 6(2* + 22?)

o Wylaczamy przed nawias Gax: 62> + 1222 = 6z(z? + 2z)

» Wylaczamy przed nawias 62%:  62° + 122 = 627 (x + 2)

e Wylaczamy przed nawias 122°: 62° + 1227 = 12:1:2(%;17 + 1)
To, jaki czynnik wylaczymy przed nawias, zalezy od konkretnego zadania.

Wylaczanie wspolnego czynnika przed nawias jest czynnoscia odwrotna do
mnozenia jednomianu przez sume algebraiczna.

a-b+a-c=alb+c)

Cwiczenie 2

Wylacz wspolny czynnik przed nawias.

a) b + by ¢) 9z — 27y? e) 39y% — 26z g) —48p + 36¢*
b) 4b — 8a d) —6z2 + 18y2 f) —1la®+22b? h) Tozxy® — 125

2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 3

Wylacz wskazany jednomian przed nawias.

a) 4z’ +zy, x ¢) 3zy — axyz, ay e) a’b+ 3a*b® — a’h, a®b

b) 22* — 122y, 2  d) 6pq + 18p?q, 6pg  f) 4x?y*—52y*+ 222y, 2*y?

Przed nawias wylaczamy zwykle czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe
zmienne w jak najwyzszych potegach. Na przyvklad:
27x%y? + 18x%y° = 9z2%y*(3z + 2y)

Cwiczenie 4
Wylacz przed nawias czynnik liczbowy oraz wszystkie mozliwe zmienne w jak
najwyzszych potegach.

a) 8z3 — 3622 d) 20ax — 15ay g) 2a’b+ 4a*b — 4a*b?

b) Ty* — 14y* e) 8ab+ 12bc h) 21p°¢% — 27p¢® + 3p°q?
c) 5x* + 10x%y f) dxy + 627y i) 48x%y + 18zy® — 122%y?
Zadania

1. Oblicz.
a) 4-49+4.51 ¢) 113.-25+87-25 e) 10-17410-33450-10
b) 40 - 47 + 40 - 53 d) 6337+ 3737 f) 15-17+15-2+15

2. Wylacz podany czynnik przed nawias.

a) a*b+ ab®, ab ¢) 9a®b* —3a*c®, 3a®>  e) 3a’h? — 6a®h, 3ab

b) #®y® —ay®, xy®  d) da'y'+8y%z, 4y ) 6%yt +82%yP, 227
3. Zapisz wyrazenie algebraiczne w postaci iloczynu, wylaczajac przed nawias

podany jednomian.

a) T2yz + aylz + xy2?, Tyz c) 2z%y — 4a%y? + 62%yz, 2x%y

b) x%yz? + zy’2® — y2?, ry® d) 122%° + 62°y* — 9252, 32%y?
4. Przepisz do zeszytu i uzupelnij odpowiednimi jednomianami.

a) 27y" + 36y° — 54y® = 9y*(3y* + 2]+ 7))

b) 3ab(3a + b +[?]) = 9a*b +[7]+ Gab

c) 12t' — 93 + 32 =[2]- (7] -3t + 1)

5. Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia, jesli a + b = 15.

a) —3a — 3b b) 2(a+b) — da — 4b ¢) ala+b)+ bla-+b)

2.6, Wylaczanie jednomianu przed nawias



Oblicz wartos¢ podanego wyrazenia, jesli 6x + 9y = 12.
a) 60z + 90y b) 12z + 18y ¢) 2z + 3y d) + g-y
Aby obliczyé warto$é wyrazenia a® — 2ab dla a = 18,5 i b = 4.25. mozna

postapi¢ tak, jak podano ponizej.

Obliczenia beda prostsze, gdy zauwazymy, ze a® — 2ab = a(a — 2b).
Po podstawieniu wartosci liczbowych otrzymamy:
a(a—2b) = 18,5(18,5—2-4,25) = 18,5(18,5—8,5) = 18,5-10 = 185

Korzystajac z podanej metody, oblicz wartosé¢ wyrazenia:

a) 2+ 2zxy dlaz =1751y = 6,25, b) 22 —3zy dlaz =14iy =6.

Dopasuj wyrazenie opisujace pole figury do odpowiedniej figury.

L II. M.«
/ . / /L\ / k
B : By

a+1 2a* + 6a G
A. ax(a + 3) B. 2%(a+1) C. z(a+1)?

W pudetkach ponumerowanych od 1 do 7 znajdowaly sie kulki. W pierw-
szym z nich bylo x kulek, a w kazdym nastepnym o jedna kulke wiecej niz
w poprzednim. Uzasadnij. ze we wszystkich bylo 7(x + 3) kulek.

Przeczytaj podane obok uzasadnienie
stwierdzenia, ze suma trzech kolej-
nyvch liczb naturalnych jest podzielna
przez 3. Nastepnie uzasadnij, ze:

Niech n, n+1 i n+2 beda kolej-
nymi liczbami naturalnymi. Ich
suma S jest réwna:
n+(n+l)+(n+2)=
=3In+3=3(n+1)
Suma S zostala przedstawiona

a) suma pieciu kolejnych liczb natural-
nych jest podzielna przez 5,

b) suma trzech kolejnych liczb parzy- w postaci iloczynu, ktérego jed-
stych jest podzielna przez 6, nym z czynnikow jest liczba 3,

a drugim liczba naturalna n+1.

¢) suma trzech kolejnych liczb niepa- : ;
) ‘ my k i Zatem S jest podzielna przez 3.

rzystych jest podzielna przez 3.

Uzasadnij, ze jesli dwie liczby naturalne sa podzielne przez 3, to suma ich
kwadratow jest podzielna przez 9.

Uzasadnij, ze suma dowolnej liczby dwucyirowe]j i liczby powstalej z prze-
stawienia cyfr tej liczby jest podzielna przez 11 (np. 23 + 32 = 55, a liczba
55 jest podzielna przez 11).

34 2. Jezyk matematyki



2.7. Mnozenie sum algebraicznych

Prostokat narysowany obok ma boki diugosci a + b e he

i ¢+ d, zatem jego pole jest rowne (a+b) - (¢ +d). i

Pole tego prostokata mozemy rowniez obliczyé, su-

mujac pola czterech mniejszych prostokatow: d ad bd
ac + ad + be + bd

Mamy zatem rownosé: a b

(a+b)-(c+d) =ac+ ad+ be+ bd

Aby pomnozy¢ dwie sumy algebraiczne, nalezy kazdy wyraz jednej sumy
pomnozyv¢ przez kazdy wyraz drugiej sumy.

—
(f@) = ac + ad + be + bd

Uwaga. W zapisie iloczynu sum algebraicznych mozemy pominac¢ znak mno-
zenia miedzy nawiasami.

Przykiad 1

a) Wykonaj mnozenie (x + 3)(x + 5). Zredukuj wyrazy podobne.

(1_. =2 3)(£ I 3} —z-24+2-5+3-2+3-5= Kazdy wyraz jednej sumy
— LR 15 mnozymy przez kazdy wyraz
=x"+or+ 1o drugie) sumy.,

b) Wykonaj mnozenie (a + 4b)(a — b). Zredukuj wyrazy podobne.

(@ +4b)(a — b) = a® — ab + 4ab — 4b* = a® + 3ab — 4b*

Cwiczenie 1
Wykonaj mnozenie. Zredukuj wyrazy podobne.

a) (x+4)(x+ 3) ¢) (p+4q)(qg—2p) e) (a+ 3b)(3a — 2b)
b) (p+6)(p—q) d) (3z +1)(2z+6) f) (2a — 1b)(4a — 3b)
Przyktad 2

Wykonaj mnozenie (x — 3)(z? + x — 2).
Zauwazmy, ze nie ma znaczenia, w jakie] kolejnosci wykonamy mnozenie da-
nych sum algebraicznych.

(x=3)(z*+2—-2)=a*+a2*—-22—-32*-32x+6=a*—22"-52+6
(22 +2—-2)(z—3)=a2* —-322+2* -3z —-22+6=2*>—222 -5z +6

2.7. Mnozenie sum algebraicznych
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Cwiczenie 2

Wykonaj mnozenie.

2) @-1)@+2-2) o (r+y-DE-1) o @-y+@+y-3)
b) (x+3)(222—z+3) d) 2z—y+6)(x+3y) f) (2®°+z+1)(e*—x+1)

Przykiad 3

Wyznacz objetos¢ prostopadloscianu przedstawionego

|
na rysunku obok. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak lr
najprostszej postaci. |
= |
Aby wyznaczy¢ objetosé prostopadlo$cianu, mnozymy ) {
=
przez siebie wyrazenia opisujace dlugosci krawedzi jego i =
podstawy 1 wysokosc: < o A
r+1 '
V=(;I-‘+1)(:.‘-:?-1)(;FQ+1) L
(_-1; +1)(z— 1)[;52 + 1) - Mnozyvmy dwie dowolnie wybrane sumy i w otrzy-
— ({.2 iy — 1){ £? 1) _ manym wyrazeniu redukujemy wyrazy podobne.
- 2 = : _ ; ;
- (J. —1)(z*+1) = Mnozymy dwie sumy i ponownie

i+t —22—-1=g'-1 redukujemy wyrazy podobne.

Zatem objeto$é tego prostopadloscianu wyraza sie wzorem V = z' — 1.

Cwiczenie 3
Wyznacz objetos¢ prostopadloscianu, ktorego krawedzie maja podane dlugo-
Sci. Zapisz otrzymane wyrazenie w jak najprostsze] postaci.

a) t+2, 2 —2, 2% +2 b)z—2,2°—1, 2 +1

Przykiad 4
a) Oblicz (V3 + 2)(V3 - 1).

Postepujemy analogicznie jak w przypadku mnozenia sum algebraicznych.

(V34+2)(V3-1)=(v3)2—v/3+2v3-2=34+v3-2=1+3

b) Oblicz (v/3 + v2)(2v3 — v2).
(V3+v2)(2v3 - v2) =2(V3)2 = V3-vV2+2V3- V2 - (V2)? =
=6—v6+2v6—-2=4+6

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) (V2+3)(V2—1) ¢) (V3-v2)(V3-2v2) e) (V3+V2)(V3+Vv2-1)
b) (VB-2)(vV5-3) d)(2v5+v2)(V5+3v2) f) (V3-v2)(vV6—V3+v2)

2. Jezyk matematyki



[b| Przykiad 5
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej n liczba S jest podzielna przez 5.

S=dAn—-1)(n—-2)+(4—-n)(2—-n)

Przeksztalcamy wyrazenie opisujace liczbe S:

S — (47]_ — 1)(-;”, — 2) —|— (4 — n)(z — n) = ?‘k||l<r§:j-.'1]l_‘~' sumy ;-I[f_;i‘hl'eti{.‘:f.lu'.
=42 —8n—-—n+24+8 —4n —2n+n? = Redukujemy wyrazy podobne.
=bn’—15n+10=
= 5(7],2 — 3n + 2) Wylaczamy liczbe 5 przed nawias.

Liczbe § przedstawiliSmy w postaci iloczynu, ktorego jednym z czynnikow
jest liczba 5, a drugim liczba n? — 3n + 2. Liczba n? — 3n + 2 jest calkowita,
poniewaz jest suma liczb calkowitych. Zatem S jest podzielna przez 5.

[b|] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby calkowitej n liczba postaci:
a) (2n—3)(n+4) 4+ (n—3)(n+ 2) — n jest podzielna przez 3,
b) (3n —4)(2n —5) — (2n — 1)(5 — 2n) jest podzielna przez 5,
¢) (6n—3)(n+4) — (3n — 2)(2n — 1) jest podzielna przez 7.

Przykiad 6

a) Rozwiaz rownanie (x — 1)(x + 3) = 2%

(:]'2 —_ 1)(’}“ -+ 3} = 2 Mnozyvmy sumy algebraiczne i od obu stron

72 + 3 —p—=88—gt=0 rownania “‘iﬂ'.l”“fj“”'."" :r“ n:_:-z.\‘ill [:I;Kt‘ll:l.JhIH’ll'l.' r

9 3 9 na lews strone réwnania ze zmienionym znakiem).
&= r"{ Nastepnie redukujemy wyrazy podobne.

r=13

b) Rozwiaz nieréwnosé (2z + 1)(2z +5) + & < (4o — 1)(x + 3).

(2z+4+1)2z+5)+z < (dz—1)(z +3)
42+ 10z +2r+5+x <42’ + 120 —x — 3
T T T+ r—4r° =122+ x < —3 — 5 Przenosimy ze zmienionvm znakiem
40 + 10z + 2z + o — 42 — 122+ 2 < -3 P | ;
o0 < —8 /2 wyrazenia ;C%I".‘r'i{'t:.'-lji:lt:i‘ 1|i'£'1.u.'i'ruin|mg
- na lewa strone nieréwnosci.
T —4 a liczby na prawa strone.

Cwiczenie 6

Rozwiaz.

a) (x+2)(z—5) =2? d) (z+4)(z—1) <z(z+2)+2z—1

b) (z+3)(1—2z)+22*=0 e) 2r+3)Bxz—1)+4> (6z—2)(z+1)
¢) 322 - (z+1)(3z+2)=0 f) (1—2)(224+3) < -2(z+1)(z—2)-2

2.7. MnozZenie sum algebraicznych 67 —
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Zadania

P

Wykona] mnozenie.
a) (2a+b)(a—1) ¢) (—=2a+b)(6a—2) e) (2a+b*)(a—2b)
b) (3a — 2b)(2b+ 3) d) (3+4a)(—2b—1) f) (a® — 3b)(2b— 3a)

Wykonaj mnozenie.
a) (z+2y+3)(x—2) c) (*+y)z+y+2) e) 2z(z—2y)(3+y)
b) 2e—y+1)(22-3) d) (z—y)(a* -2z +1) f) —4z(2z —y)(2z+y)

Uprosé wyrazenie.

a) (a+3)(a—4)+ (a—3)(a+4) d) 3y*—2x(x+2y)—(z—y)(22+y)
b) (2a — b)(a + 3b) — (a — 4b)(2a +b) e) 22% + 3(x(x +2) — z(xz — 3))

¢) —da®*+3ala—1)+(2a—1)(a+3) ) —4a* —6(y* — (z — 2y)(z + y))

Uproé¢ wyrazenie i oblicz jego wartosé dla x = —0.5.
a) (x+2)(6(x+4)—5x+6)) b)—=2(z"+2?)+z*(z+1)+(x?—2)(x*+3)

Dany jest prostokat o bokach dlugosci a i a + 2.
a) Przedstaw wzor na pole tego prostokata w postaci sumy algebraiczne].

b) Krétszy bok tego prostokata przedluzono o 1, a dluzszy skrécono o 1,
w wyniku czego powstal kwadrat. Wyznacz réznice miedzy polem kwa-
dratu a polem prostokata.

a) Dany jest kwadrat o boku dlugosei x + 3. O ile zmniejszy sie pole tej
figury, gdy jeden jej bok zmniejszymy o 2, a drugi o 17

b) Dany jest tréjkat o podstawie rownej a + 3 i wysokosci opuszczonej na
te podstawe rownej a + 4. O ile zwickszy sie pole trojkata, gdy wysokosé
zwickszyvmy o 27

¢) Dany jest prostokat o bokach dlugosci  + 4 i1 2z + 3. O ile zwiekszy
sie pole tego prostokata. jesli jeden z jego bokow zwiekszymy o 2, a drugi
o 17 Rozpatrz dwa przypadki.

Oblicz.

a) (V3+42v2)(4v3 —8v2) c) (2v3-3v2)(vV2+V/3)—(4—V6)
b) (2v5 — 4v2)(2v2 + V/5) d) (V5+2v3)(2v5-v3)+(6-3V15)
Uzasadnij, ze dla dowolnej liczby & wartos¢ wyrazenia jest nieujemna.

a) (3z —6)(4dx —2) — (6z + 3)(2z — 6)

b) Bz —2)(2x—1) - (5 — 2)(z — 1)

2. Jezyk matematyki



10.

11.

T

13.

[0] 14.

Rozwiaz rownanie.
a) (x+2)(x—-3)=a*+4 d) (2 —2)(x—5) = (z+3)(x+6)
b) (z —4)(z+6) =x(x —4) e) 2z+1)(x+3)=(z—4)(2x-3)
¢c) (2—2?)(a®=3) =z +b22—a' f) (222 +2-3)(x—4)=2%*22-7)
Rozwigz nieréwnosc.
a) 2 — (x+3)(x —3) < 6z ¢) (22—1)(3z—1)—(3z—-2)(2z—3)=> 0
b) (4—z)(2x+3)+22° <6 d) (4—6z)(22+1)4+(42—5)(3z—1) > =
Ile liczb naturalnych spelnia podana nierownosc¢?
a) (3z+1)(2—2z)+=2(3z—-5) 22
b) 2a* — (2e+1)(x —3) > 62— 7

¢) Bx+3)2x—-1)+4r<6(x+2)(r—1)+9
d) (x+13) (2z+1)> (224 1) (x— 1) + 62
a) Dane sa dwa prostokaty: P, o wymiarach (22 4+ 30) cm x (2 + 20) cm
oraz Py o wymiarach (224 10) em x (z+10) cm. Réznica pél prostokatéw
P, i P, jest réwna 900 em?. Oblicz obwody tych prostokatéw.
b) Dane sa dwa prostokaty o wymiarach (6 — z) em x (22 — 5) cm oraz
(+5) em x (22— 1) cm. Suma ich pdl jest réwna 69 ecm?. Oblicz réznice
miedzy polem wiekszego 1 mniejszego prostokata.
¢) Dane sa dwa czworokaty: kwadrat o boku (22 + 7) em oraz prostokat
o wymiarach (4dz + 1) em x (x + 3) cm. Pole kwadratu jest o 91 em?®
wicksze od pola prostokata. Oblicz réznice miedzy obwodami kwadratu

1 prostokata.

Wykonaj mnozenie.
a) (x+1D)(x—1)(z*=1)(z"=1) <) (a+b)(a* —ab+ V*)(a® —b?)
b) (1—z)1+a)(1+2*)(1+2") d) (a—b)(a®+ ab+ b*)(a* — b?)

a) Z prostokatnego arkusza tektury o bokach 30 cm N i
i 20 em wycieto w rogach kwadraty o boku x em. |3 e T
Pozostala czes¢ sklejono i otrzymano otwarte pu- [ |
detko. Uzasadnij, ze pojemnosé tego pudeltka wy- | R _i=
raza sie wzorem: V = 42* — 100z* + 600z. L_ 1 N

b) Z kwadratowego arkusza tektury o boku réwnym 40 cm wycieto w ro-
gach kwadraty o boku x cm. Pozostala czesé sklejono i otrzymano otwarte
pudelko. Zapisz w postaci sumy algebraicznej wzor opisujacy pojemnosé
tego pudelka.

2.7. Mnozenie sum algebraicznych
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2.8. Wzory skroconego mnozenia

Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:
(rl -+ h]z = a® + 2ab -+ h* kwadrat sumy
(a— b)? = a? — 2ab+ b kwadrat réznicy

Cwiczenie 1
Wrykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwe sa podane wyzej wzory.
Wzory na kwadrat sumy 1 kwadrat roznicy mozna zilustrowadé nastepujaco:
2 2 :
©+DO" =0 +2-0-0+0O°
2 2 .
@-DO"'=e-2-e-0+0°

Przyktad 1

a) (x+5)2=22+4+2-2-54+52=224+10x + 25

b) (Bx+2)?=3x)*+2-3x-2+2%°=92°+ 122+ 4

¢) (22 —3y)? = (22)* — 222 - 3y + (3y)* = 42* — 122y + 9y*

Cwiczenie 2

Zapisz w postaci sumy algebraiczne;j.

2) @ +1)? <) (&-3) e) (22 +1) rr) (42— 1)
b) (z + 2)* d) (xz—5)* f) (32 +2)? (22 — 3)?

Cwiczenie 3

Zapisz w postaci sumy algebraicznej. . ; .
I b y alg J Na rysunku przedstawiono inter-

a) ( T+ 21,.‘ )3 d) (3.1 -+ %y )g pretacje geometryczng wzoru:

5 p B2 = g% ! 2
])) (Q;I:—y)"' () (21_ %y)i (ﬂ"l‘ ]} (1 +2ﬂ.1‘+b
¢) (3x 4+ 2y)* f) (3z2+ %y)g bl ab b?

Cwiczenie 4
Oblicz.

2 2
ﬂ) (ﬁ‘l“l) d) (\/3+ \/E) 1 b
b) (\/ﬁ = 3)2 e) (Vfﬁ’ + .Vfl_:,)"! Podaj analogiczna interpretacje

o Zeoln ['!t.T}'{_:le'ri WAOTL:

¢) (6— \/3)2 f) (52:9 — \/E)- (a — b)% = a® — 2ab + b?

I ﬂ,? ab
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Twierdzenie

Dla dowolnych liczb rzeczywistych a i b:

a’ —b* = (a— b)(a + b) roznica kwadratdw

Cwiczenie 5
Wykaz, ze dla dowolnych liczb a i b prawdziwy jest podany wyzej wzor.

Przykiad 2 |
a) (@ —[6))(@ +[8]) =®2 —[6] =22 -36
b) (2z — 3y)(2x + 3y) = (2;;]2 = (33,.-}13 — 42 — gy'z

Cwiczenie 6
Zapisz w postaci sumy algebraicznej.

a) (z—3)(x+3) ¢) (20— 4)(2x2 +4) e) (3x —4y)(3x + 4y)
b) (x+T)(z—T7) d) (6 + 5z)(5z — 6) f) (32 +3y)(3y — 3x)
Przykiad 3

(7T—V3)(T+V3) =49 -3 =46
Ten przyklad rozwigzany za pomoca kalkulatora wygladalby nastepujaco:
(7T — \/E)(? +/3) & (7 — 1,732050808)(7 + 1,732050808) =
— 5,267949192 - 8.732050808 =~ 46

Cwiczenie 7
Oblicz.

) 6-VD(E+vT) o (3+5)(3-F) o (VZ-VB)(V2+ VD)
B E_\2

b) (VE+1)(1-v5) d) (2v2-3)(3+2v2) f) (

Zadania

1. Upros¢ wyrazenie.

a) (x—=3)x+3)+2+z)(2—x) d) (5y+ 1)(1—-5y) — (1+ 5y)?

b) (@+3)(xz—3)—(x—3)(x+3) e) (2z—y)(2x+y)+(3z+2y)(3x—2y)

c) (2y —3)* — (3y —2)(3y +2) £) (y+3z)(3z—y) - (z—5y)(z+5y)
2. Oblicz wartos¢ wyrazenia:

a) (z+1)(z—1D+(z+2)(z—2)—(z+3)(z—3) dla z = V3,

b) (1 —2x)(1+2x) + (1 — 3x)(1 + 3z) — (1 — 4z)(4z + 1) dla ¢ = /5,

¢c) 2z —1)2=(2z-1)(1+2x)— (2x+ 1) dla z = v2.
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3. Oblicz.
) (1+v2) + (1= VD)’
b) (VE-1)" = (2= V3)’
c) (2v3-2)" - (2v3+3)°
d) (3+3v2) - (3-3v2)
4. Oblicz.
a) \/ﬁ—i—l V2 -1
b) V2+V3-V2-3

e) (4—v5)(4+v5)—(v5—-2)(2+ V5)
£) (V6—v3)(vV6+3) + (V6—5)
g) (2v5—VI0)* — (25 +1)(1—2V5)
h) (V6-2v3)" - (5v2-1)(1+5V2)

el

\/3 \/wﬁ+

5. Oblicz pole powierzchni calkowitej szescianu o krawedzi a.

a) a=3+2

I))a=2v/§—1

) a=v6++v2

6. Oblicz obwdd trojkata prostokatnego o przyprostokatnych a i b.

a) a=4—+2, b=442
7. Oblicz.

a) (WJr \/r\/"?')
b) (~./2+ V5 — \/\/5—2)2

8. Oblicz wartos¢ wyrazenia:
a) (2z + 3y)(2z — 3y) —
b) (V32 —y)* — (z — V3y)?
c) (V2z —+/3y)* -
d) (z? —4y*)* -

a) (n+1)? — n? jest nieparzysta,

b) (2n+1

. Wyprowadz wzor:

(22 — 3y)*

L2 T .
)* jest nieparzysta,

b)a=84++v2, b=4-22

dla z=vVV10-3,y=VVv10+3,

dla .’I.'Z\/E—F\/E,y:\/g_\/i
(\/i:r - \/Ey)(\/ﬁ:r +v5y) dla 2=v5—-4,y= V6,

(4y* —2?)? dla == ?f—] Y = ——,

v241

. Uzasadnij, ze dla kazdej liczby naturalnej n liczba:

¢) (n+3)P2—(n
d) n® — n jest podzielna przez 6.

— %)‘E jest parzysta,

(@+b+c)* =a*+b* + ¢ + 2ab + 2be + 2ac

Wskazdéwka. Pogrupuj wyrazy i skorzystaj ze wzoru na kwadrat sumy.

. Wykaz, ze:

a)jeSlic#0 i (a+b—c)*=a*+b"+c*+2ab, to a=—b,

b) jeslib#0 i (a—b+c)?=a®+c*—2ab+ 2ac,

2. Jezyk matematyki

to b= 2e.



2.9. Zastosowanie przeksztatcen
algebraicznych

Wzér na réznice kwadratéw: (a — b)(a + b) = a® — b* mozna zastosowa¢ do
usuwania niewvmiernosci z mianownika.
Przykiad 1

5 5 241 5v2+45 s ”
= -V':+:\,/—+a:a 245
W2—1 Vv2=1 241 91

Cwiczenie 1
Usun niew 1;1111{311105( lnlanuwml{d

. 1 : 2 2¢/3-1 N V3
a) 642 b) 5 5+4 ¢) s d) 2V 32 e) i3

Wzory skroconego mnozenia wykorzystujemy przy rozwiazywaniu rownan
1 nierownosci.

Cwiczenie 2

: Rozwiaz rownanie.
Przeczytaj podany obok przyklad.

; p y ; 2 _
Rozwiaz rownanie. (;E; 4}{_3: ¥ 42 B (r ~%) B 1_{
: ; “—16—(z*—6x+9) =17
a) '—(2-2)"=8 22 —-16—-224+62—-9=17
{.51’4—1) —9r* =7 6z —25=17
) (@+1)P2 —(z+1)(z—1) =12 6 = 42

=TT
Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 4z — (2z + l}") <3 ¢) 2z +1)(2z —1) > 42* — 9
b) B3—xz)2>2%+12 d) 2— (22 —1)2< (3 —22)(22 4+ 3)
Przykiad 2
Dla jakich wartosei @ wyrazenie x° + 4a + 4 przyjmuje wartosé réwna 07
2 +4x +4 = (z + 2)2, wiec: Symbol <> czytamy:
‘Hdr+4=0=(z+2) =0 1r=-2 ~wtedy i tvlko wtedy, gdy”.

Cwiczenie 4

Dla jakich wartosci o podane wyrazenie przyjmuje wartos¢ rowna (07
a) x° + 8x + 16 ¢) da? —dx +1 e) da? + 122+ 9
b) 2* — 6z +9 d) 252% + 10z + 1 f) 92 =3z +3

2.9. Zastosowanie przeksztalcer algebraicznych
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Roéwnanie, ktore nie jest spelnione przez zadna liczbe rzeczywista, nazywamy
rownaniem sprzecznym. Podobnie taka nieréwnosé nazywamy nierownoscia
Sprzeczna.

Przykiad 3
a) Rozwiaz rownanie (x + 3)? = 6a.

72 +6x+ 9 = 6x

. . : s 1 :
s = =9 nie moze by¢ liczba ujemna.

Kwadrat liczby rzeczywistej

Zatem rownanie jest sprzeczne — nie jest spelnione przez zadna liczbe x € R.

b) Rozwigz nier6wnoéé (2z — 1) < 4z(x —1).
dr? —dr + 1 < da? — 4z
1<0
Zatem nierownosc¢ jest sprzeczna — nie jest spelniona przez zadna liczbe x € R.

Réwnanie lub nierownosc spelnione przez kazda liczbe rzeczywista nazywamy
rownaniem tozsamosciowym (krétko: tozsamoscia) lub nieréwnoécig tozsamo-
Sciowa.
Przyktad 4
a) Rozwiaz réwnanie (z + 3)? — (z — 3)? = 12z,
(43— (z-3)*=122
24+ 6x+9— (22 —-6x+9) =12z
122 = 12
Zatem réwnanie jest tozsamosciowe — jest spelnione przez kazda liczbe x € R.
b) Rozwiaz nieréwnos¢ (x — 2)(x+2) + 5 > 0.
(x—2)(x+2)4+5>0

3 4=
& 4+5>0 zawsze jest wickszy od liczby
x> —1 ujemne;j.

Kwadrat liczby rzeczvwistej

Zatem nierownos¢ jest tozsamosciowa — spelniona dla kazdego x € R.

Cwiczenie 5
Sprawdz, czy rownanie jest tozsamosciowe lub sprzeczne.
a) (6-2)?—(2-2)?= 82 b) (z— 4 + 4z = (¢ — 2% +12

Cwiczenie 6
Sprawdz, czy nieréwnosc¢ jest tozsamosciowa lub sprzeczna.
a) (z+1)2-2<(z-1)(1+x)+2x b) 6z — (3z — 1)* > (2x + 3)?

2. Jezyk matematyki



Zadania

. Usun niewymiernosé¢ z mianownika. Czy podana liczba nalezy do prze-

dzialu (0;4)?

1 2 , 1 : V2
a) 113 d) 1273 g) 6 v5 i) T3V

1 6 4 V6
b) 3-2 e) 3423 hj V3+v5 k) V2-2/3
: 3 8 ; 10 v 14+v2
°) 37vE f) 55 ) 7 D 5z

Rozwiaz rownanie.

a) (x—5)(x+5)=2*— 100z d) x+2)*—(22—1)* =202+ 10
b) (3 —=xz)*— (.-r. - %)2 = % e) (ﬁ + %:r.) (—%:z: o4 U) + (l}i' - 4]2 =4
(-_) 4(%;17 — .3)2 = (6 — 3:)2 f) (—41‘—3)(437—:3)+8(1 — \/2—21-')2 ==t

Rozwiaz nierownos¢. Zaznacz na osi liczbowej zbior rozwiazan.

a) d(x —3)* — (22 —-5)*>2 d) —9(2—2)*— (1 —-32)(3z+1) <11
b) 9(2z—1)°>(1-22)2—8z ) (2z+2)°+1(1—-1a)(1+12) >0
0) 2z +2 - (V22-2?>0 f) (Po+1)(fa-1) < H

Wyznacz przedzial bedacy zbiorem liczb spelniajacych obie nieréwnosci.
) (x+1)2>2*+1 Cz+5(5-2x)+(2z-3)%2-2>0
, , c
(x—1)* < (2—a)? (:tr—%)2—4{£—{2—£}{2+w]

r—3 x+1 . da-2 >t —6
Ty H g

b) 5 *32 ~ 5 d) =) ;
(2 —3)° < (5 — 2x) 1 -2z —-1)(142r) < 20— (2z-1)

Oblicz.
1 + 1 + 1 o + 1 1
ez T vaE T vava T T Vae/es T VeoLio0

Usun niewymiernos¢ z mianownika.

1 2 1
a) —=—p=—r b} —=—pn c) =—r—p
) V2+4/3-1 ) I ) V2+V3+V5
. o -1
Udowodnij réwnosé: (V1 +a2?+z) = 1+a2?—z.
£ e 1 5 : v ok Jiczba 1858 16 zlots
?ﬁr}fkaz, e 3{-.*.511 T _ +\£’31 6 . J-H,r. 11|+ ghi —4 x!:_i L
Y 2 i x liczba (patrz str. G1).

2.9. Zastosowanie przeksztalcen algebraicznych



Warto wiedziec

Zastosowanie wzorow skroconego mnozenia w dowodach
@ Przyktad 1

Uzasadnij, ze liczba 13% — T8 jest podzielna przez 120.
135 —17% = (13 =T (13" +-TY) =
=(13* = 7)(13*+ 7°)(13* + 7*) =
= (169 — 49)(13* + 7*)(13* + 7*) =
= 120(13* + 7*)(13* + 7%
Zatem liczba 13® — 7% jest podzielna przez 120.

@ 1. a) Uzasadnij, Ze liczba 19" — 9'° jest podzielna przez 280.

b) Uzasadnij, ze liczba 11°? — 7% jest podzielna przez T2.

D] Przyktad 2
a+h

. . . . ' » o 2 2
Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b zachodzi nierownosé == < /= ;“ .

Jesli a + b < 0, to nieréwnosc jest prawdziwa (dlaczego?).

Zakladamy teraz, ze a+b = 0. Obie strony nieréwnosci sa wowcezas nieujemne,
mozemy wiec podniesé¢ je do kwadratu, nie zmieniajac zwrotu nieréwnosci
(uzasadnij, dlaczego).

(a+b)? ~ a?4b?
1 < 2 / 4 Korzyvstamy ze wzoru na

a® + 2ab + b* < 2a® + 2b* kwadrat sumy.
0 < a? — 2ab+ b2 Korzystamy ze wzoru na
0< {t‘l B b)g kwadrat roznicy.
Ostatnia nieréwnosé¢ zachodzi dla dowolnych liczb a, b, zatem wyjsciowa nie-

rownosc jest prawdziwa.

@ 2. Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a.b > 0 zachodzi nieréwnosé:

2 [ ) 2 /
H.-) mgﬂgr, l))m% ab.

D] Przykiad 3
Udowodnij, ze dla dowolnych liczb @ i y prawdziwa jest nieréwnosc:
202 —2xy —2x+y*+120
Przeksztalcamy wyrazenie po lewej stronie nierownosci:
222 —2xy — 2z + Yy +1l=2-2zy+y*+at—-22+1=(z—y)?+ (z - 1)

(x—y)2 =01 (x—1)% > 0, wiec nieréwnosé jest prawdziwa.

*@ 3. Udowodnij, ze dla dowolnych liczb = i y prawdziwa jest nieréwnosc:
a) y*+22% —2zy — 6z +9 > 0, b) 52% + y* +4 > day + 4.

06 2. Jezyk matematyki



Liczby trojkatne
Liczby: 1, 3, 6, 10, 15, to kolejne liczby trojkatne. Zauwaz, ze n-ta liczba tréjkatna to suma

liczb naturalnych od 1 do n.
0 Fal A é é
3 6 10 15

1

Wzér na n-ta liczbe tréjkatna ma postac ik ”.

2

Liczby kwadratowe

0 G 1=1 ole|e|e

g 14+3=22 e eole|e

TR R iR e a——
1 4 9 16 25

1+3+547=42 e o 0 @

El Zauwaz, ze n-ta liczba kwadratowa jest suma n poczatkowych liczb nieparzystych
(rysunek po prawej). lle jest rowna suma dwudziestu poczatkowych liczb nieparzystych?

B Wykaz, ze dlan > 1 n-ta liczba kwadratowa jest suma dwéch kolejnych liczb tréjkatnych.

Liczby pieciokatne
1 5 12 22 35

Korzystajac z podanego obok wzoru, , -
oblicz szésta liczbe pieciokatna. n-ta liczba r-katna wyraza sig wzorem:

1 Oblicz pie¢ kolejnych liczb szesciokatnych. g 200
Podaj ich ilustracje graficzna. 2

o
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2.10. Wartos¢ bezwzgledna

Definicja
Liczbe |a| zdefiniowana za pomoca wzoru: Oznaczenie |a| wprowadzil Karl
s Weierstrass w 1841 roku.

a jesi a=0
la| = Zwrod uwage, ze |al jest zawsze
liczba nieujemna: |a| = 0 dla
nazywainy wartoscia bezwzgledna liczby a. dowolnego a € R.

—a jesli a <0

Przykiad 1
a) [3,5] = 3.5 b) [-3.5] = —(~3.5) = 3,5 ¢) [1-v2[=v2-1

Cwiczenie 1
Podaj warto$¢ bezwzgledna liczby.

a)5 b)—5  ¢)v3-1 d)vV3-3 e)4-3v2 £)5-2/5

M Interpretacja geometryczna wartosci bezwzglednej

Wartos¢ bezwzgledna liczby x to jej odleglosé na osi liczbowej od liczby 0.

£ I -
-7 0 (]

Liczby —7 1 7 leza w tej samej odleglosei od 0 na osi liczbowej i maja te sama
wartos¢ bezwzgledng, rowna 7.
-7l=7 i |7|=1 Dla dowolnego a € R:
|—al = |al
Przyktad 2
Rozwiaz réwnanie |z| = 3.

Poniewaz zgodnie z interpretacja geometryczna wartos¢ bezwzgledna liczby @

jest rowna jej odleglosci na osi liczbowej od 0, jedynymi liczbami spelniajacymi

rownanie sa —3 oraz 3.

:
-3

et
qu'
h

Cwiczenie 2
Podaj. dla jakich wartosci x spetnione jest rownanie.

a) |.'I.'| = 2 b) |;T.'| =10 c) I;}.‘] =0 d) |_1.~| = -3

2. Jezyk matematyki



Cwiczenie 3
Ktora z liczb x, y ma wigksza wartos¢ bezwzgledna?
a) c=T,y=—6 b) x =-10,y = —12 g) @ =8 =10

Przyvpomnijmy, ze:
VZ=adlaa>0 Dla dowolnego a € R:

Vaz = la
evVaz=—-adlaa<0 o

Na przyklad: V52 = |5| = 5 oraz \/(—=5)2 = |-5| = 5.

Cwiczenie 4
Oblicz.

a) v/ (V3-2)° b) \/(4-2v3)® o) /(23 - 3V2)’

Korzystajac z interpretacji geometrycznej, mozemy rozwiazywac niektore nie-
rownosci z wartoscig bezwzgledna.

Przyktad 3
a) Rozwiaz nieréwnosé |x| < 5.

Zaznaczamy na osi liczbowej zbiér tych liczb @, ktorych odleglodé od 0 jest
mniejsza od 5.

—é 4 4 - ‘ 2 i 2 14 + é—l-
-5 0 5]

Nier6wnos¢ jest spelniona dla —5 < & < 5, zatem x € (—5;5).

b) Rozwiaz nieréwnosé |x| = 2.
Zaznaczamy na osi liczbowej zbior tych liczb x. ktérych odleglosé od 0 jest
wieksza lub rowna 2.

¥ i +

—2 0 2

Nierownos¢ jest spelniona dla # < —2 oraz dla x = 2, zatem:

z € (—o0; —2) U (2;00)
Cwiczenie 5
Rozwiaz nieréwnos¢ i zaznacz na osi liczbowej jej zbiér rozwiazai.
a) |x| <8 b) |z| < V2 ¢) |z| >3 d) |[z| =
Cwiczenie 6
Rozwiaz nieréwnosc.
a) || =20 b) |z <0 ¢) || >0 d) |z] <0

2.10. Wartosc bezwzgledna
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Zadania

1. Oblicz x + |z| oraz = — 2|z|.

a) r=-3 b)z=4-2V6 «¢) 2=6v/2—-8 d)az=7-2/3

2. Wyznacz liczby spelniajace réwnanie.

a) 2|z| =8 c) §|.-1.'| =4 e) 3| +6=T g) 3—2lz| =1
b) la| =7 d) -3lz|=—-3 f) iz{-1=3 h)9-Ez| =6

3. Ktora nieréwnosé jest spelniona dla wszystkich liczb rzeczywistych, a ktéra
nie zachodzi dla zadnej liczby rzeczywistej?

a) |z| > -7, |z| < -7 b) |z| = -3, |z|] < -3

4. Zbior rozwiazan nierownosci zaznacz na osi liczbowe] 1 zapisz w postaci
sumy przedzialow. Ile liczb calkowitych nalezy do tego zbioru?

i

a) l1<|zl<d ) 2<|2|<5 e) 3<|z|<3 g) 2<|z| < 3

b)0<|z]<6 d)3<|z|<w ) V3<|z|<6 h)vV2<lz|<5
5. Oblicz.
a) (2-v5) +1/(T-3v5)°  b)\/(2v2-3)"+1/(3vE—4)’
[0] 6. Uzasadnij, ze:

a) V6—4v2=|v2 -2, ¢) \/*‘24-8\/F=12—2\/5|.
b) V7 —4v3=|v3 -2, d) v/21 —12v/3 = |3 - 2V/3|.

7. Do kazdego z przedstawionych zbioréow punktow plaszezyzny dopasuj wa-
runki, ktore Speiniajq, wspoélrzedne (x,y) tveh punktow.

Liz|22 1 |yl < IL || 22 1 [y =21 L. || <2 i |y| <1

8. Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktéow plaszezyzny, ktérych
wspolrzedne (x,y) spelniaja podane warunki.

a) x| <51 |y/<1  b)lz|<3 i |y = c) 1< x| <3 i |y <4

100 2. Jezyk matematyki



Zastosowanie wartosci bezwzglednej w dowodach

(D] Przykiad 1
Wykaz, ze liczba a = \/(2 — 3v2)” = 3V/2 jest calkowita.

Zauwaz, ze \/(2 - 3\/5)2 = |2 -3v2| =3v2-2.
Stad a = 3v2 -2 —3v2 = -2, czylia € Z.

@ Przykiad 2
Wykaz, ze liczba /11 — 6v/2 + /2 jest catkowita.

Wryrazenie 11 — 6v/2 prébujemy zapisaé jako kwadrat réznicy metoda préb
i bledow:
(1-v2) =1-2V2+2=3-2V2#11-6/2
(1-3v2) =1-6v2+18=19— 62 # 11 — 612
(3-v2) =9-6V2+2=11-6v2
11-6v/24+v2=1/(3=-v2) +v2=3-v2|+V2=3-v2+v2=3,

czyli dana liczba jest calkowita.

(D] Przykiad 3

Wykaz, ze liczba a = V4 + 2v/3 — /4 — 2¢/3 jest wymierna.

Aby wykazad, ze liczba a jest wymierna, mozemy postapic¢ na jeden z poniz-
szych sposobow.

¢ Obliczamy kwadrat liczby a:

@t = (~,x4+2ﬁ- \/ 4 -2\/5)2 =

= 4+2vf§-2\/(4+2\/5)(4— 2V3) +4—2V3 =
=8—-2v16—12=8—-4=4
Poniewaz a > 0, otrzymujemy a = 2 - jest to liczba wymierna.

o Zauwazamy, ze 4 + 2v/3 = (V3 + 1) oraz 4 — 2/3 = (V3 — 1)? (sprawdz),
czyli:

a=/(V3+1)2—/(V3-1)2 = |[VB+1|-|VB-1| = VB+1-(vV3-1) =2

co oznacza, ze a jest liczba wymierna.

[b] 1. Wykaz, ze:

a) VT+4v3+V/12—-6v3=5, b) 3vV11+6v2— /19— 62 = 10.
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2.11. Wiasnosci wartosci bezwzglednej

Wartosé¢ bezwzgledna liczby a jest rowna
jej odleglosci na osi liczbowej od 0.
Ogolnie odleglos¢ na osi liczbowe] miedzy
liczbami a i b jest réwna |a — b|.

la —b| = |b— al
Odleglosé miedzy liczbami a
i b na osi liczbowej jest taka

o — bl sama jak odleglos¢ miedzy
[ ] , liczbami b i a.
u b

Przyktad 1

Rozwiaz réwnanie |x — 3| = 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktoryceh odleglosé od 3 wynosi 5.

= -

2 5
VT T N -
-2 3 ®
Zatem £ = —2 lub £ = 8.  Sprawdzenie:
dla 2 = -2: |-2-3| =|-5| =5,
dlax =38 |8—3| = [8] = 5.

Przykiad 2

Rozwiaz réwnanie |v + 4| = 3.5.

Réwnanie zapisujemy w postaci: |¢ — (—4)| = 3,5 1 szukamy na osi liczbowej
takich liczb x, ktérveh odleglosé od —4 wynosi 3.5.

3,5 3,5
L - - - - - - ‘1‘ - - - - - . 1 =
—7.5 —4 —0,5

Zatem x = —=7.5 lub = = —-0.5. Sprawdzenie:

dlaz=-75 |-7.5+4|=|-3.5]=3,5,

dla £ = -0.,5; |-0,5+4| = |3.5| = 3.5.
Przykiad 3
I-{Uzw'i*q__g l'(:‘r'ﬁ-'llallit‘- |J' — 4| = —2. :r:l h" 0 dla lf]ﬂ‘.‘[“l]li?:*_‘ﬁ} aec R,
Réwnanie jest sprzeczne (nie ma rozwiazan).
Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.
a) [z —2|=3 ¢) |z+6]=2 e) 2+z|=v3 g |z+i =1
b) |z —4| =35 d) 6 —z|=1 ) je+1]=~ h) |[t+9|=0

Cwiczenie 2
Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, uzasadnij,

ze liczba £ jest jedynym rozwigzaniem réwnania |z — a| = |z — b|.
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Przykiad 4

Rozwiaz nieréwnosé |r — 2| < 5.

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odleglosé od 2 jest mniejsza
od 5.

5 % 3 ; 2 + . " . " + o' & M -
ot =
d

=3
Zatem —3 < x < 7, czyli x € (—3;7).

St
-.\_]‘

Cwiczenie 3

Rozwiaz nieréwnosc.

a) lv—T7]<3 c) |[x+6|>1 e) 9—z| <7 g) |z +3[ <01
b) [x—-3|<T d) |[x+4] >4 f) 5+x|>8 h) | — V7| > VT

Przykiad 5
Rozwiaz nieréwnosé a2 — 6z + 9+ |z — 3| = 10.

Korzystamy ze wzoru

(x—3)2+|x—3|>10 na kwadrat réznicy.
|l —=3|+ |x—3| 210 Va? = |a
2|z — 3| = 10
|z —3| =5

Szukamy na osi liczbowej takich liczb x, ktorych odleglosé od 3 jest wigksza
od 5 lub réwna 5.

= =& %
Zatem ¢ < =2 lub = > 8, cayli z € (—o0; —2) U (8;00).

Cwiczenie 4

Rozwiaz nierownosc.

a) =T +|z-T|<5 b) Va? —de+4+ |z —2| >3
Przyktad 6
Rozwiaz nieréwnosc¢ [3z — 6| < 9. L. |a- b = |a - [b]
13z — 6| = |3(z — 2)| = |||z — 2| = 3|z — 2|, 2. |5 = % b#0
zatem:
3lr—2| <9
|:]'.' — 2| < -j "‘] i '%—-l—{-—-i-

x € (—1;5)
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.
a) |2z — 8| =4 ¢) |z2—1|=3 e) [10—z| =4
b) |4z +2| =6 d) |2z +4| =2 f) |1-3z|=6

2. Rozwiaz nierownosc.

a) |2r+4| <8 d) 12— zz| <1 g) |22 —4| <0
b) 32 —-9]>6 e) |3z +10[>5 h) e+ 11| >0
¢) |22+ 3| > 2 £) 10,75+ 22| < & i) |z—3| > -1

3. Rozwiagz réwnanie.

a) /(x+5)2=5 ¢c) Vt—2z+1=1 e) 4 /3+z+a2=4
b) v(3—1x)2=2 d) vdz? 4+ 4z +1=3 f) v922—-120+4=6

4. Rozwiaz nieréwnosc.

a) |z < \/(4-2v2)2 + /(4 - 3v2)
b) |z +1| > /(3 —2v3)2 — /(23 - 2)?

5. Jakie liczby x spelniaja réwnanie?
a) lt—3|=2—-3 ¢) |z + V2| =—-2—-V2

b) |3z — 6| =6 —3x d) vz —2) =2—2

6. Upros¢ wyrazenie dla x < (.

a) Va4 b) Viz—32—-va2 o) Val—dz+d+x

@ 7. Korzystajac z interpretacji geometrycznej wartosci bezwzglednej, uzasad-
nij, ze jesli @ < b, to zbiorem rozwiazan nieréwnosci | — a| < |z — b| jest
przedzial (—oo; &E2).

@ 8. Wykaz, ze wyrazenie przyjmuje stale te sama wartosé¢ dla podanych war-

tosci .
a) |—z|+|12—z|—[3—2z|dlaz > 2
b) Va? +6x+ 9+ |—x| — |-2z — 6| dla x < —3

[D] 8. Wykaz, 7e jesli 0 < a < b, to Va+ b+ 2vab — Va+b— 2vab = 2\/a.
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2.12. Zagadnienia uzupetniajace

M Logika matematyczna

Sposoby budowania zdan w jezyvku, ktérym porozumiewamy sie na co dzien
sa okreslone przez reguly gramatyki. W matematyce podobna role odgry-
waja reguly logiki matematycznej. Odnosza sie one do zdan, ktoryvim mozna
w jednoznaczny sposéb przypisa¢ wartosé logiczng: prawdy lub fatszu. Sto-
sowane sg oznaczenia: 1 (prawda), 0 (falsz).

Na przyklad:

a) /2 jest liczbg wymierng. fatsz 0
b) Kazdy prostokqt jest rownoleglobokiem. prawda 1
¢) Kazdy rownoleglobok jest prostokgtem. falsz 0

Uwaga. Reguly logiki mozna stosowad réwniez do zdan o tresci niematematycznej.

Ze zdan skladowych (bedziemy je oznaczaé literami: p,q,r....) mozemy
tworzy¢ zdania zlozone przy uzyciu spojnikow logicznych: .nie”, .lub”,
A7, Ljezeli.. ., to...”, ,wtedy i tylko wtedy, gdy...”.

Negacja zdania

Rozpatrzmy dwa zdania: zdanie p i jego zaprzeczenie — zdanie Nieprawda,
Ze p, co zapisujemy ~ p. Na przyklad:

p: T jest liczbg wjemnaq. 0
~ p: Nieprawda, Ze T jest liczbg ujemnaq. 1

Zdanie p jest falszywe, zdanie ~ p — prawdziwe.

2 | ™F
Zwroc uwage, ze z dwoch zdan, pi~p, 1 0 Jedli zdanie p jest prawdziwe,
: : . : to zdanie ~ p jest falszywe.
zawsze jedno jest prawdziwe, a jedno = L et
falszvwe 0 1 Jesli zdanie p jest falszywe,
AlSZYWe. to zdanie ~ p jest prawdziwe.

1. Jezeli zdanie p ma postaé¢ V8 < 3. to zdanie ~ p ma posta¢ V8 > 3.
Wartoéci logiczne zdan p i ~p to odpowiednio 1 i 0.
a) Sformuluj zdanie ~ p. jezeli p ma postaé¢ v/625 # 25. Okresl wartodci
logiczne zdan p i ~p.

b) Sformuluj zdanie p. jezeli ~ p ma postaé 100 jest liczbg nieparzystq.
Okresl wartosci logiczne zdan p i ~p.
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Koniunkcja zdan

Niech p oznacza zdanie: Liczba 12 jest podzielna przez 2, a ¢ zdanie: Liczba
12 jest podzielna przez 3. Zdanie p A q (p i q) bedzie brzmialo: Liczba 12
jest podzielna przez 2 i jest podzielna przez 3.

Przyjmujemy, ze zdanie pAq jest prawdziwe jedynie wtedy, gdy oba zdania
p. g sa prawdziwe.

p
1
1
0
0

q
1
0
1
0

pPAg
1
0
0
)

Interpretacja fizycezna koniukeji zdan p A g jest uklad
dwdoch wylacznikéw polaczonych szeregowo. Kazdy z wy-
lacznikéw moze byé wlaczony (stan 1) lub wylaczony
(stan 0). Przeplyw pradu nastapi tylko wtedy. gdy oba
wylaczniki sa w stanie 1.

—o’/::. a/c > e o -

Oba wylaczniki w stanie 0 Oba wylaczniki w stanie 1

2. Zapisz zdanie p A q. Okresl prawdziwosé zdan p, g oraz koniunkcji p A q.

a) p: 2120, q: 5
b) p: 3139, ¢: 9|39

Alternatywa zdan

20

¢) pr —2<(-2)° ¢:2<2
d) p: v221 € Q, ¢: vV212€ Q

Niech p oznacza zdanie: Liczba 92 jest podzielna przez 4, a ¢ zdanie: Liczba
92 jest podzielna przez 3. Wtedy zdanie p V g (p lub ¢) bedzie brzmialo:
Liczba 92 jest podzielna przez 4 lub jest podzielna przez 3.

Zdanie pV q jest prawdziwe, gdy jest prawdziwe co najmniej jedno ze zdan

P.q-

o D == S

o L T I e (Rl

pVvVyq
1

1
1
0

Interpretacja fizyczna alternatywy zdan p V ¢ jest uklad
dwoch wylacznikéw potaczonych réwnolegle. Na rysunku
oba wylaczniki sa w stanie 0. Przeplyw pradu nastapi
wtedy, gdy ktérykolwiek z wylacznikow zostanie wla-
czony (bedzie w stanie 1).

o
o

3. Podaj wartos¢ logiczna zdania.

a) (—6)*=36 VvV 6° =236
b) 192 =361 Vv 19% = 381

d) =vV2< -2V v2>2

e) |—a|=la|l V |—a| =—-a

c) =2> -1V (=2)2>(-1) f) |-al=a V |-a|] = —|a
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Implikacja zdan

Zdanie: Jesli 1035 jest liczbg podzielng przez 9, to jest liczbg podzielng
przez 3 mozemy zapisa¢ symbolicznie: 9|1035 = 3|1035. Jest to przyklad
implikacji. Zdanie p nazywamy poprzednikiem, a zdanie ¢ — nastepnikiem
implikacji p=>g.

Implikacja jest falszywa tylko wtedy, gdy prawdziwy jest jej

Implikacja pojawia sie bardzo czesto we wnioskowa-
nin matematyeznym. Zwroc¢ uwage na dwa ostatnie
wiersze tabeli: wnioskowanie rozpoczynajace sie od

P q P=4q

1 1 ' 1 poprzednik i falszywy jej nastepnik.
1 0 0

() 1 1

0 0 1

falszywego poprzednika jest zawsze prawdziwe.

4. Podaj wartosc¢ logiczna poprzednika, nastepnika i implikacji.
a) 0>1=5=5 c) 4/12 = 2|12
b)24+2=56=24+2=2>50 d) 5|25 = 10|25

Rownowaznosé zdan

Rownowaznosé zdan p i ¢ jest to zdanie postaci:
p wtedy i tylko wtedy, gdy q (sformulowanie . wtedy
i tylko wtedy., gdy” oznaczamy symbolem < ). Zda-
nie p < g jest prawdziwe, gdy oba zdania p, g maja
te sama wartosc logiczna. Na przyklad:

a) —3 < 2 < 2 < 3 - réwnowaznos¢ jest prawdziwa,

zdlanie zdanie
prawdziwe prawdziwe

b) =3 > 2 & 2 > 3 — rownowaznosé jest prawdziwa,

zdanie zdanie
falszywe [alszywe

P=q

0

e I o SR SST R SR
L SR Y = O s T O ¥ e
]

¢) (—=3)* =3? & (—3)* = 3 - réwnowaznosé jest falszywa.

zdanie zelanie
prawdziwe falszywe

5. Podaj wartos¢ logiczna kazdego ze zdan skladowych i zdania zlozonego.

a) 242=5 & 1<0

¢) (-3)*=3%e (-3)" =3¢

b) V62=5 & /(-5)2= -5 d) (-2 =2 (-2)°"=2°

2.12. Zagadnienia uzupelniajace
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Prawa rachunku zdan

Sposrod zdan zlozonych, ktore mozemy zapisa¢ za pomoca spojnikow:
~, V, A, =, &, szczegolng role odgrywaja zdania, ktorych wartosé lo-
giczna zawsze jest rowna 1 (sa zawsze prawdziwe). Takie zdania nazywamy
prawami rachunku zdan.

D]  Przyktad 1
Wykaz, ze zdanie: ~ (p A q) € ((~p)V (~q)) - zaprzeczenie koniunkcji
jest rownowazne alternatywie zaprzeczen — jest prawem rachunku zdan.

W tym celu sporzadzamy tabele.

p g pAg ~(pAg) ~p ~q (~p)V(~q) ~(pAg) e ((~p)V(~q))
1({1| 2 0 0 0 0 1
1 0 0 1 0| 1 1 1
01 0 1 1 0 1 1
olo| o | 1 1| 1| 1 1

W ostatniej kolumnie, bez wzgledu na wartosc logiczna zdan p i g, zawsze
otrzymujemy, ze zdanie jest prawdziwe, zatem jest ono prawem rachunku
zdan. Zdanie to jest znane jako jedno z praw De Morgana.

@ 6. Wykaz, ze zdanie jest prawem rachunku zdan.

~(pVqg) e ((~p)A(~q)) drugie z praw De Morgana

[E] 7. Wykaz, ze zdanie jest prawem rachunku zdan.

a) (~p)Vp prawo wylaczonego §rodka

b) ~(~p)<p prawo podwdjnego przeczenia
¢) ~ (ph~p) prawo sprzecznosci

8 A G0 = ¢ A _—

e) (p=q) & (~qg=~p)  pravo transpozyc

f) ~(p= q) & (ph~q) prawo zaprzeczenia implikacji

8. Sprawdz, czy podane zdanie jest prawem rachunku zdan.

a) (p=>~q)=(~q¢=>~p) d) (p=gA@=r1))=(p=>r)
b) [(p=q¢A~q=~p e) (pvaA(p=r))=(¢g=r1)
c) (~pV~qg)Ap|=>~gq f) (prhg)=r)e (= (g=T))
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Wisrdd 180 studentow przeprowadzono ankiete dotycezaca znajomosci je-
zvkéw obeych. Otrzymano nastepujace wyniki: 90 studentéw zna jezyk
angielski, 81 — niemiecki, 75 — rosyjski, 45 — angielski i niemiecki, 25 — an-
gielski i rosyjski, 20 — niemiecki i rosyjski, a 4 — wszystkie trzy jezyki. Ilu
sposrod ankietowanych studentéw nie zna zadnego z tych jezvkow?

2. Dane sa zbiory: A — zbior liczb naturalnych mniejszych od 15, B — zbior
liczb naturalnych podzielnych przez 3, C' = {2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19},
D — zbior liczb naturalnych, ktore przy dzieleniu przez 4 daja reszte 1.
Wypisz wszystkie elementy zbioru:

a) AN B, c) ANBNC, e) An(D\ B),
b) A\ C, d) A\ (BUC), f)y A\(B\D).

3. Wyznacz zbiory: ANB, AUB, A\ Bi B\ A.

a) A= (-1;4), B=(2;5)
b) A=(2;7), B=(3;5)
c) A=(—-4;2), B=(2;9)

4. Wykonaj mnozenie,
a) (a+2b+3)(a—2)
b) (2a — b+ ¢)(2a — 3b)
¢) (a+ 2b— 3c)(2a — 3b)

d) A= (—00;0)U(1:2), B = (0:4)

e) A= (—00;—-1)U(3;5), B=(-2;:4)
f) A=(-1;2)U(5;00), B =(0;5)

d) —4(z® — 2y)(22* — y)
e) 2z(3x2? — 2y)(2y — 32?)
f) @+y)(@®+y°)(=—y)

5. Wskaz liczbe calkowita k&, dla ktérej @ € (k; k + 1).
a) z=+vV17T bla=Y=25 ¢)az=(3-2V2)

6. Ile liczb naturalnych spelnia nieréwnoscé?

d) z = /27— 10V/2

2x+1 s E=3 g oz=1 _  2z-1 z—3 _ 2=F
a) a8 = 2<w 3 ¢) 1 5 2 3 5
1.,  6Gx—3 _9 _ 2r-1 2=z 1., I—dx  d—=x
b} s~ 22— d) == —gp o =51

7. Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych obie nieréwnosci.
a) lz|>1i|z|<9 b)|z|>221i|z—-2|<4 ¢) |z|<di|z+1]22
8. Dane sa zbiory: A={ze€R:|z—-3| <4}, B={ze€R:|x+2| >3]
iC={xeR:|z| >3} Zaznacz na osi liczbowej zbiér:
a) ANB, b)A\B, «¢)B\A, d)(AuC)\B, e)(A\B)UC.

Zestawy powtdrzeniowe
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Vv

B Zestaw Il

i

Wsrod zbiorow: X, Y, T wskaz pare zbiorow rownych.

a) X=(—42)NZ, Y={zeZ:e><4}, T={-3,-2,-1,0,1,2}
b) X = (2,7 u{T} Y=I{2D\{2}; T=(2;4)u(4;7)

¢) X={zeN:|zg| <6}, Y =(=T:T)NN, T=N\(58)

Sprawdé, czy prawdziwa jest ktoras z zaleznosci: A C B, B C A.
A={zeR:0<|z| <2}, B={x€R:|r—-5|>1}

l} A={zeR:|z+1| >3}, B={xeR: |2z 6| > 16}
A={zeR:1<|z| <3}, B={zeR: Va2 - 10z + 25 < 8}

Oblicz.

) (V24 V6)(2v2 - V6) e) (

b) (V3 +2v2)(4v3 - v2) f) (V6+2v3)? — (V6 —2v3)?

¢) (V6 —2v3)(2v6 + 6v/3) g) (V6+v2)?—(V6—v2)(vV6+v?2)
d) (5v/2 — 2v10)(—3v10 — 2v/2)  h) (V7 — V3) (V10 — v2)2(V3 + VT)

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych obie nieréwnosci.

2v3 — v2)2 + (23 + V2)?

(=]

f

2) liz—:>3—2 (1)12‘1" (z—2)*<6—2(z+4)°
(z—3)?+0,75z > z? (4-z)—(6-z)?> L - ”-*”;ﬁ’f-
r
g %:1- — (% — %:r) > r— % —4(4 —z)% < 8 — (4 — 2z)?
) (2—z)* < (z+1)° ®) ) iﬂﬂ-’;l}z . {v@w—‘l}{v@m-l—ﬂ S 0.5
1 1 [ 2
-3  z—} + 42(1 — z) ::»v’_r—(l—Zr)
g TR [ ,
(T-%jzf}’Tz_% uJ'Z—;l—EI’}#QI—(g—R")z

Zaznacz w ukladzie wspolrzednych zbior punktow plaszezyzny, ktorych
wspolrzedne (z.y) spelniaja podane warunki. Ile punktéw o obu wspol-
rzednych calk(:-witvch nalezy do tego zbioru?

a) o] <3 i lyl < ¢) 1<|ol<2 i 1<yl <3
I))1€1.1,|E41|y[c:1 d)i<|z|<3 i l<]y <2

a) Liczby p i g przy dzieleniu przez 4 daja reszty odpowiednio: 1 i 3.
Wykaz, ze reszty z dzielenia liczb p? i ¢* przez 4 sa réwne.

b) Liczby p i q przy dzieleniu przez 5 dd,j::} rtvtv odpowiednio: k i [, gdzie
k < 1, a reszty z dzielenia liczb p? i ¢? przez 5 sa réwne. Wyznacz k i 1.
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Sposdb na zadanie @

[b| Przykiad 1
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 3 sumy kwadratéw trzech kolejnych liczb
naturalnych jest rowna 2.
Rozpatrzmy trzy kolejne liczby naturalne: n, n+ 1, n + 2, gdzie n € N. Suma
kwadratow tych liczb:

S=n*+n+1*+n+2)=
=n+n’+Mm+1+ni+dn+4=
=3n*+6n+5=3n*+2n+1)+2

Poniewaz n? + 2n + 1 jest liczba naturalna, reszta z dzielenia S przez 3 jest
rowna 2.

o Zauwaz, ze w celu wykazania, ze reszta z dzielenia liczby S przez 3 jest
rowna 2, liczbe te przedstawiliSmy w postaci 3k + 2, gdzie &k € N.

« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb na-
turalnych. Sprawdzenie dla konkretnych liczb, np.:

124+22432=1444+9=14=3-44+2
CZY. < - ;
1124+ 1224132 =121 41444169 =434 =3 - 144 + 2

nie jest wystarczajacym uzasadnienieim.

(D] Przyktad 2
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 4 sumy kwadratow trzech kolejnych liczb
nieparzystych jest réwna 3.
Trzy kolejne liczby nieparzyste mozna zapisa¢ w postaci 2n+1, 2n+3, 2n+5,
gdzie n € Z. Rozpatrywang sume oznaczamy przez S.
S=02n+1*+2n+3)>+ (2n+5)* =

=(dn’ +4n+ 1)+ (4n* +12n 4+ 9) + (4n®> + 200+ 25) =

= 12n* + 36n + 35 = 4(3n* + 9n +8) +3
Poniewaz 3n? + 9n + 8 jest liczba calkowita, reszta z dzielenia S przez 4 jest
rowna 3.
o Zauwaz, ze w celu wykazania, ze reszta z dzielenia liczby S przez 4 jest
rowna 3, liczbe S przedstawiliSmy w postaci 4k + 3, gdzie k € Z.

« Konieczne jest rozumowanie dotyczace dowolnych kolejnych trzech liczb
nieparzystych. Podobnie jak w przykladzie 1 sprawdzenie dla konkretnych
liczb, np.: . ; . s

124+324+5°=14+9+25=35=4-8+3
(=7)2+(—=5)*+(-3)>=49+25+9=83=4-20+3
nie jest wystarczajacym uzasadnieniem.

czy:
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1. A jest zbiorem kwadratow liczb naturalnych, a B — zbiorem ich szescianow.
e liczb mmniejszych od 200 nalezy do zbioru B\ A?

A.D B. 4 C.3 D. 0

2. Najmniejsza liczba calkowita spelniajaca nieréwnos¢ —r < =7 jest:

A. 4, B.3, C. 2, D. 0.
s Va+vb | a-b - S w P e
3. Wyrazenie = Tk dlaa=3++v2ib=23— /2 jest réwne:
A. -,} B. 6, C. 9, D. 2//2.

4. Liczba m nalezy do przedzialu:
A. (—o0;3,14), B. (—00;3,14), C. (3,14;00), D. (m;00).

5. Ile jest par liczb naturalnych (z,y) takich, ze x* — y? = 48?7
A. 3 B. 5 C. 10 D. 12

6. Jedli liczbe (6 — 3v/3)? — (5 — 2v/3)? zapisano w postaci a + bv/3, gdzie
a,b e Z, to:

A. b= -16, B. b = 16, C. b= —-56, D. b = 56.

7. Roéwnanie (V22 + 1)? = 2(2? + « + 1) spelnia liczba:

A. Y(v2+1), B.LYv2+1), C.iv2-1), D.Yv2-1).

8. Liczba a — (V6 — v/3)? jest liczba wymierna dla a réwnego:

A. —6v2, B. =332 C. 3v/2, D. 6v2.

9. Dla @ = —4 prawdziwa jest rownosc:
A. |z — |z|| =8, C. |-z—|-z|| =8,
B. |z + |z|| =4, D. |z — |-z|| = 0.

10. Do przedzialu (—2;6) naleza wszystkie rozwiazania réwnania:
A |[x+2/=6, B.|lr—1]=4, C.|z+1]=2, D.|z-3|=3.

11. Dokladnie trzy liczby calkowite spelniaja nieréwnos¢:
A.lx-1| <5, B.|lz-3|<1, C.|z+3|<1, D.|z-2|<6.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
Oblicz warto$é¢ wyrazenia (x — 4y)* — (dy+x)* dlaaz =iy

I
“[

Zadanie 2 (2 pkt)

Zapisz w postaci przedzialu zbior rozwigzan nieréwnosci:
(3 —22)2 < (22 — V3)(V3 + 2z)

Zadanie 3 (2 pkt)

Uzasadnij, ze roznica kwadratow dwéch kolejnych liczb nieparzystych jest po-
dzielna przez 8.

Zadanie 4 (2 pkt)

Uzasadnij, ze dla dowolnych liczb a, b spelniona jest nieréwnoéé a® > b(2a—b).

Zadanie 5 (2 pkt) |
Ile liczb calkowitych x spelnia warunek (2 — \/5) < lz| < 9?

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 6 (4 pkt)
Dane sa zbiory A = {.!' eER: 3—z< Tlﬁ} oraz B = (—5;5). Wyznacz zbi6r
B\ A.
Zadanie 7 (3 pkt)
Uzasadnij. ze kazda liczba z przedzialu (% ~) spelnia nieréwnosé:
\/ﬁ:r.' + 2 < 2x
Zadanie 8 (4 pkt)

Zaznacz na osi liczbowej zbior liczb spelniajacych jednoczesnie obie nierow-
Nosci.

1z < b-xz

2 1
{ (20 —-1)" > (20— 3)(2x +3) + 2
Zadanie 9 (5 pkt)

Ile jest liczb calkowitych spelniajacych jednoczesnie obie nieréwnosci?

{ 1T — (% — r};rt) >a— 2

(2—2)2 < (2 +1)?

Zadanie 10 (4 pkt)
Uzasadnij, ze reszta z dzielenia przez 8 sumy kwadratéw czterech kolejnych
liczb nieparzystych jest réwna 4.

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Wyznacz najmniejsza liczbe naturalna spelniajaca nieréwnosc:

—0,01x < 'E_I"?

—W¥

Zakoduj kolejne cyfry tej liczby.
Zadanie 2 (2 pkt)
Dane sa zbiory: A = (—o00; —6) U (4;00), B = (—100;36) i C = (—8;4). Ile
liczb calkowitych nalezy do zbioru (AN B)\ C'? Zakoduj cyfry setek. dziesiatek
i jednosci otrzymanej liczby.

Zadanie 3 (2 pkt)

A jest zbiorem wszystkich liczb calkowitych k takich, ze liczba v/2k spelnia
nieréwnos¢ |2z —3| < 241. Oblicz rdéznice miedzy najwiekszym a najmniejszym
elementem zbioru A. Zakoduj kolejne cyfry otrzymanego wyniku.

Zadanie 4 (2 pkt)
Niech m bedzie liczba punktéow (z,y) o obu wspolrzednych catkowitych spel-
niajacych warunki: |z — 3| < 30 1 |y + 2| < 60. Zakoduj cyfry tysiecy, setek
i dziesiatek liczby m.
[0] Zadanie 5 (3 pkt)
Wykaz, ze jesli liczba naturalna n nie jest podzielna przez 3, to reszta z dzie-
lenia n* przez 3 jest réwna 1.
(0] Zadanie 6 (3 pkt)
Wykaz, ze dla dowolnych liczb x i y zachodzi nieréwnosé:
3z% — 2v2z + 1 > 2zy — ?
(D] Zadanie 7 (4 pkt)
Uzasadnij, ze liczba 137% — 119® jest podzielna przez 2'!,
Zadanie 8 (4 pkt)
Wyznacz wszystkie liczby calkowite spelniajace nieréwnosc:

\/12 — 4B+ 22 < —2—

24/3-3

Zadanie 9 (5 pkt)
Dane sa zbiory:

A={seR 2< V13-4/3- V21 -12/3}
B={xeR: 2z +12| > 2}
Wyznacz zbior B\ A.
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3 Uktady rownan

Samolot lecacy pod wiatr przebywa trase 1200 km w ciagu 2.4 h. Te sama
trase z wiatrem pokonuje w 2 h. Jaka jest predkos¢ samolotu, a jaka wiatru
(przyjmujemy, ze predkoscei te sa stale)?

Jesli oznaczymy przez x predkosé samolotu, a przez y predkosé wiatru, to do
opisu sytuacji potrzebujemy dwoch réwnan z niewiadomymi x i y. Poszuki-
wanym rozwiazaniem sa wielkosci spelniajace jednoczesnie oba te rownania:

2 =550 km/h i y = 50 km/h.
Rozdzial ten poswigcony jest metodom rozwiazywania ukladéw réwnan oraz
wykorzystaniu ich do rozwiazywania zadan tekstowych.




3.1. Co to jest uktad rownan

Przyktad 1
Podaj trzy pary liczb x, y spelniajace réwnanie 2x + 4y = 20.

Przykladowe pary:

Po wybraniu jako o dowolnej
liczby wyznaczamy y, rozwiazujac
5 ' y =0 ' Y = 4,75 odpowiednie réownanie.

=1 == z=10,56

Yy

Rownanie 2x + 4y = 20 to przykiad réwnania z dwiema niewiadomymi. Row-
nanie to jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb.

Przyktad 2

Do skarbonki wrzucono 7 monet. Byly to monety dwu- 1 pieciozlotowe. lle
monet dwu-, a ile pieciozlotowych wrzucono, jesli w skarbonce znajduje sie
26 zi?

Whprowadzmy oznaczenia niewiadomych: x — liczba monet dwuzlotowych.
y — liczba monet pieciozlotowych.
Aby opisaé¢ sytuacje z zadania, potrzebujemy dwoéch réwnain: z +y = 7 (do
skarbonki wrzucono 7 monet) i 2z + 5y = 26 (w skarbonce znajduje sie 26 zt).
Roéwnania te musza by¢ spelnione jednoczesnie — zapisujemy to, laczac je
klamra:

z+y="T

24+ o5y =26

Ustalmy najpierw, ktore pary liczb spelniaja pierwsze rownanie. Liczby mo-
net & 1 y moga by¢ tylko liczbami dodatnimi naturalnymi, zatem réwnanie
r +y = 7 spelnia szes¢ par liczb:

T=:1 =2 =3 =14 T =25 r=06

y=6" |y=5" |y=4" |y=38" |y=2" |y=1
& . I = 3 . . # . .
Sposrod nich tylko para ’ spelnia drugie rownanie 2 + 5y = 26.
y —
: o i s JEFY=T ;
Zatem jest ona rozwigzaniem ukladu réwnan , czyli do skar-

2@ + Sy = 26
bonki wrzucono 3 monety dwuzlotowe i 4 monety pieciozlotowe.

Cwiczenie 1
Reszte 2 zl 10 gr wydano w 9 monetach, wsrod ktorych byly tylko 10- 1 50-
-groszowki. Ile bylo 10-groszowek?
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Ukladem dwoch réownan z dwiema niewiadomymi (lub krotko: ukladem réw-
nan) nazywamy dwa rownania jednoczesnie rozpatrywane, opisujace zwiazek
miedzy tyvmi dwiema niewiadomymi. Rozwigzanie ukladu réwnan to para
liczb, ktora spelnia jednoczesnie oba réwnania.

Przyktad 3
o _ . ) | 4z + 3y =10
Sprawdz, ktora para liczb spelnia uklad réwnan
—r+2y =14

B= 1 r=-2
A. B. _
y=2 y=0
A. Podstawiamy do réwnan ukladu z =11y = 2.
4:.143-2=446=10
-142-2=3#14

Spelnione pierwsze rownanie.
Drugie rownanie nie jest spelnione.
Zatem para r = 1, y = 2 nie spelnia podanego ukladu réwnai.

B. Podstawiamy do réwnan ukladu z = -2 1 y = 6.

4.(-2)+3.-6=-8+18=10
—(-2)+2-6=2+12=14

Spelnione pierwsze rownanie.
Spelnione drugie réwnanie.
Zatem para xr = —2, y = 0 spelnia podany uklad réwnan.
Cwiczenie 2

3z — 2y =—18
—3z+3y="7

T =—=5 T =—=5
B. _ | S
y=-15 y=15

Sprawdz, ktora para liczb spelnia uklad réwnan {
r=—06
AI
y=10

Zadania

r —

D. :.—.
{y=3

r=2 ] )
spelnia podany uklad réwnan.

Lo 1y =91
) 3T —3Y =25
: x+1 y+1 __ 3
3 + 4 2

1. Sprawd#, czy para liczb { 9
Yi==

bx — 2y =16 2r+ 3y =3
a) c)
Tx—y=1T —r—y =

b) %:zr—2y=7 Q) %:r+§;=2 f) 'Ii‘-'r"‘é.j:ﬂ
dr+y =11 2y —3x = lpl=_8%

3.1. Co to jest uklad réwnar
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2. Sprawdz, ktora z podanych par liczb spelnia uklad réwnan.

3r+ 2y =—8
-6z —dy =11

xr = —2 r = —4 x = —0 r=—8
A. B. C. D.
y=-1 y=2 y=>5 y=3
3. Podaj wszystkie pary liczb naturalnych dodatnich spelniajace rownanie.

a) 3x+2y =17 b) 32+ 4y =17 ¢) 2+ 4y =17

4. Do danego réownania dopisz takie drugie. aby utworzony uklad réwnan byl
spelniony przez podana pare liczb.

a) 4z + 3y = 14, { ¢) 4z — 9y = —1,{ :
y=—2 y=3
T = -5 g=—1
b) 3z — Ty = 6, { , d) 12z + sy =-10, { -
y=—3 y=—8

5. Zapisz podane informacje w postaci ukladu réwnan.
a) Suma liczb x i y wynosi 5. Roznica tych liczb wynosi 2.

b) Liczba r jest o 8 wieksza od liczby y. Liczba y jest pieciokrotnie mniej-
sza od liczby x.

¢) Liczba x jest trzykrotnie wieksza od liczby y. Srednia arytmetyezna
liczb = 1 y jest rowna 10.

d) Liczba z jest o 3 mniejsza od liczby y. Réznica liczb x i y jest dwa razy
wieksza od liczby y.
6. Zapisz podane informacje w postaci ukltadu réwnan.

a) Liczba a stanowi 40% liczby b. Gdy do 20% liczby a dodamy 60%
liczby b, to otrzymamy 4.

b) Suma liczb a i b jest réwna 14. Gdy do 120% liczby a dodamy 70%
liczby b, to otrzymamy sume a i b,

¢) Liczba o 10% mniejsza od liczby a jest o 10% wieksza od liczby b.
Réznica liczby o 15% wiekszej od a i liczby o 15% mniejszej od b wynosi 1.

7. Dla jakich wartoSci parametréow m i n rozwiazaniem ukladu rownan jest

podana para liczb?

mx + 2y = 39 r=§ 8 —my=2>5 =1
a) : b) i

—8r 4+ ny = —34 y=2 nr— 10y =2 Yy =
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3.2. Rozwigzywanie uktadéw rownan
metoda podstawiania

Jedna z metod rozwiazywania ukladéw réwnan jest metoda podstawiania.

Przykiad 1
2 % . JE=3Y=25 G
Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.
dr+dy =3
Wybieramy jedno z réwnan i wyznaczamy z niego jedna z niewiadomych. To,
ktora niewiadoma wyznaczymy, nie ma wplywu na ostateczne rozwiazanie
ukladu réwnan.
r=3y+35

dx + 5'5" =3 Drugie rownanie przepisujemy bez zmian.

Wryznaczamy niewiadoma x 2 pierwszego rownania.

W miejsce & w drugim rownaniu podstawiamy wyrazenie 3y + 5, dzieki czemu
otrzymujemy rownanie z jedna niewiadoma.

r=3y+95 Pierwsze rownanie przepisujemy bez zmian.
e _ _ . Podstawiamy wyrazenie 3y + 5
{*3:";’ + ‘)) + oy = 3 w miejsce x w drugim rownaniu.

r=3y+5
12y +204+ 5y =3 Rozwiazujemy drugie rownanie

{ z niewiadoma y.
z=3y+5
x=3y+5
g ==l

y=—1 i obliczamy niewiadoma .

Podstawiamy wyznaczona wartoscé y
do pierwszego rownania

I . : :
Otrzymana para liczb jest jedynym
y = —1 rozwigzaniem ukladu réwnan.

Aby przekonac sie, czy nie popelnilismy bledu, mozemy sprawdzi¢ otrzymane
rozwiazanie, podstawiajac je do ukladu rownan:
2-3. (“‘1) =243=5 Spetnione pierwsze rdwnanie.,
4:245- (._]} =8—-5=3 Spelnione drugie réwnanie.

Zatem otrzymana para liczb jest rozwiazaniem tego ukladu réwnann.

3.2. Rozwiazywanie ukladéw rownan metoda podstawiania
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W wyniku przeksztalcen rownan ukladu w kolejne rownowazne réwnania ot-
rzymujemy réownowazne uklady rownan, czyli takie, ktore majg to samo roz-
wiazanie (sa spelnione przez te sama pare liczb).

Cwiczenie 1
Rozwiaz uklad réownan metoda podstawiania. Sprawdz otrzymane rozwiaza-

nie.

2 42y=12 x+3y=14 o+ 3y = 12
a) ¢ e)

r—3y="7 x—2y=-1 2y —y=17

-3z +y=-20 2r+y=20 —Tz+2y=13
b) / d) / f) /

2 —y=1 r—3y=-—4 —dr+y=11
Przyktad 2

- L Aty =062y -
Rozwiaz uklad réownan metoda podstawiania.
2y—x=2+4+vy
Zaczynamy od doprowadzenia obu réwnan do prostszej postaci — takiej, w kto-
rej niewiadome znajduja sie po jednej stronie réwnan.

dr+3y=06

Wybierajac rownanie, z ktérego wyznaczymy niewiadoma,
y—a=2 kierujemy si¢ przede wszystkim tatwodcia obliczen.

dr+4+3y==06

Wyznaczamy niewiadoma y
Y=+ 2 z drugiego rownania.

dr+3(x+2)=6 .

- Podstawiamy wyrazenie ¢ + 2
Y=+ 2 w migjsce ¥ w pierwszym rownaniu.
dr4+3xr4+6=06 Rozwiazujemy pierwsze rownanie z niewiadoma .
y=x+2
Te=0/:7
y=xz+2

=1} . L :
iLlllnf'I‘r’i’.I'I.‘-h'?’.ﬁlﬂ'r! wartosc Hlt“ﬂn-'[.‘-HI[J]III‘!J H 7}
Yy = 04+ 2 podstawiamy do drugiego réwnania.

A=}
y=2

e R i A e B e Y

Para liczb x = 0, y = 2 jest rozwiazaniem podanego ukladu rownan.
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Cwiczenie 2
Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.

r+y=2x—4y Jr=x—-y+3 20z +2)=y—2
a) b) c)

c+y=7T-—y 2=y—x 2r—y=x+y—15
Przyktad 3
pts _ gl
Rozwiaz uklad rownan 4 ¥ metoda podstawiania.
2r+y=1

Zaczynamy od doprowadzenia pierwszego rownania do prostszej postaci, a na-
stepnie rozwiazujemy uklad réwnan metoda podstawiania.

{%:"-‘%‘—1;’-6 {y=2:rr—?

2r+y=1 204+2x—-T7=1
y+3=2(x+1)-6 y=2x—17
2r+y=1 dr=8[:4
y+3=2r+2-6 y=2r—-17T
2r+y=1 x =2
2t +y=1 &=2

Zatem rozwigzaniem ukladu jest para liczb: @ = 2, y = —3.

Cwiczenie 3
Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.

e B N
'”?3:4 z=2(rx+y+1) z+y+4=0

Nie kazdy uklad rownan ma rozwigzanie. Na przyvklad uklad réwnan:

c+y="T

T+y=2§8
nie jest spelniony przez zadna pare liczb. (Jesli suma dwoch liczb jest rowna 7,
to nie moze by¢ jednoczesnie rowna 8). Zauwazmy, ze réwniez uklad réwnan:

nie ma rozwiazania (dlaczego?).

3.2. Rozwiazywanie ukladéw rownan metoda podstawiania

121 I



Przykiad 4

o ; | e—2y=3 o
Rozwigz uklad rownan metoda podstawiania.
—2x+4y=7
r=3+2y \L'lnll".r".{.l”u'%.'-'ltll}' 1|i:'1.1.'1;l11_hzlm;|1 sl |.‘r.lf‘l"\-'lu'.'“l'~zf‘j_1|ﬂ rownania,
Podstawiamy wyrazenie 3 + 2y w miejsce &
—2(34+2y)+4y =7 w drugim réwnaniu.

r=3+2y
—6—4y+4y="7
x=3+2y

U:{)‘ =13 spelnione przez zadng wartodd niewiadomej y.

Drugie réwnanie jest sprzeczne - nie jest
Zatem zadna para liczb nie spelnia danego ukladu réwnan.

Uklad réwnan moze mie¢ nieskonczenie wiele rozwigzan. Np. uklad réwnan:
r+y=2
2¢ + 2y =4

spelnia kazda para liczb z, y. ktorych suma jest rowna 2.

Przykiad 5
o ) | b6 -2y =12 o
Rozwiaz uklad réwnan ~ metodg podstawiania.,
—3r+y=-06
Jr—y=6 Doprowadzamy pierwsze rownanie do prostszej postaci.
; - Wyznaczamy niewiadoma y #z drugiego rdownania,
y=3x—06
3r — {31_. = 6] =6 Podstawiamy wyrazenie 3z — 6 w miejsce y
W pierwszyim réwnaniu.
y=3r—0
3z —=3r+6=06
ywnanie Or = 0 zemy je rowniez zanisac 0 =10
Y= 3r —6 Hm*.n inie (ha E‘{muz( Llll} 1 _n_mmu % "i”"_* el 0) -
jest zawsze spelnione, niezaleinie od tego, jaka wartosé
0z =0 wstawimy w miejsce niewiadomej .
Zatem o liczbie rozwiagzan uktadu decyduje tylko
y= 3r—0 drugie rownanie, w ktorym wystepuja obie niewiadome.

Rownanie y = 3x — 6 jest spelnione przez nieskonczenie wiele par liczb, co
oznacza. ze uklad réwnan jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb,

. _ & =10 gi=1 r=2 z=0,5
np. spelniaja go pary liczb:

=

y=—6" |y=-3" |ly=0" |y=-45
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Uklad réwnan z dwiema niewiadomymi x i y:

ax+ by =¢ gdzie a; #0 lub by # 0
asx + boy = ¢ gdzie as #£ 0 lub by # 0

nazywamy ukladem rownan liniowych.

Definicja

Uklad réwnan liniowych, ktorego rozwiazaniem jest jedna para liczb, na-
zywamy ukladem oznaczonym.

Uklad réwnan liniowych. ktoéry ma nieskonczenie wiele rozwigzan. nazy-
wamy ukladem nieoznaczonym.

Uklad réwnan liniowych, ktory nie ma ani jednego rozwiazania, nazywaiy
ukladem sprzecznym.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy uklad rownan jest oznaczony. nieoznaczony czy sprzeczny.

2z + 4y = 24 z+3y=3 z+3y="7
a) b) _ c)

r+2y =12 r—3y=-3 20 +6y =4
Zadania

1. Rozwiaz uklad rownan metoda podstawiania.

z4+6=3x+y —2x=3y—2 T—3y=1—x—y
a) c) e)

4=x—2y+5 y— 6xr =—6 0,22 + 0,1y = 0,1

3z —2y=1 2z — 3y = 0,7 0,4z — 0,3y = -2
b) | Q) i ) :

20+y =10 r+4y =53 1,6 + 1,5y = 46

2. Rozwigz uklad rownan metoda podstawiania.

a) Hr—y)—4(x—y)=-5 Q) 3—2(y—4z)=4(1—-z) - 19
6 —x=2(x—3y)— 18 | —32x—y+1)=—2y+ 26

} b6r — (2y—3z)=Ty—9 4(32 —0.5) = 5(y+0.5)=9
) e
-3z +8=—2(z —2y —9) —2x —5(y —2,5) = -9y + 5,5

) [7-206-2w-y) =2 p [He-1-20-05)=7
71 64-5(1— 3(y—x)) =20z + 1 Sl — )+ Bly— 1.5) = 13,5

3.2. Rozwiazywanie ukladéw rownan metoda podstawiania
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Czy rozwiazaniem ukladu réwnan jest para liczb caltkowitych?

z£5 4 ¥ — ¥x8 24 _ y-1

’ 2 2 4 ) 4 3

d} s [ PR & b—w—y __ x+2y
3Jr—y=>5 k=g

| F Heg=1 ki e
r—6y—1=2y if-%:g

Sprawdz, ile rozwiazan ma podany uklad rownan.

a) 2(x — 3y) + 3(x —2y) =1 A 4= T(y—1)=—2(3 + )
2y —2y=4(y+1) 201 -2 -9%)=1—2 —5y

b) {g(;—2;;)—2(y—x+1.5)=5 & {3(1_—ar)—5(2—y)=5
2z 0,3y =0 0,2(2—3z) +y =0.8
Rozwiaz uklad rownan.
(z+2)°+2y=2+15+ (2 —2)(z+2)
{I+%y—U2=1—h@—yMy+¢5
b) {r{l ~20)—y(1-1) = (v~ @)m V2z) +3
2z — (2y — 1)2 + 16 = (2y + 3)(3 — 2y)

i

Sprawdz, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzecziy.

2r+3y="7 dr —y = 2y—xz =8
) b) 3 | 0

2z +3(y—2) =1 3y =2(z—1) z+4=2(y-2)
Dane jest rownanie 3x — 4y = 2. Dopisz do niego drugie rownanie, tak by

otrzymany uklad réwnan byl:

a) sprzeczny, b) nieoznaczony, ¢) oznaczony.

Dla ktérych wartodci parametru m € {—2,0,2} uklad jest oznaczony, dla
ktorych nieoznaczony. a dla ktorych sprzeczny?

r+2y=20 b) 2r+3y=4 ma + 2y = 2
b ! B C
T+ my = 3m mr+ 3y =0 2+ my=-—2
Uklad réownan: &
Tty =
{ iF — o =

nie jest ukladem réwnan liniowych. Ma cztery rozwigzania, ktore sq parami
liczb calkowitych. Podaj te rozwiazania.
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3.3. Rozwigzywanie uktadoéw réwnan
metoda przeciwnych wspotczynnikow

Inna metoda rozwiazywania ukladow réwnan jest metoda przeciwnych wspol-

czynnikow.
Przyktad 1
- ., Jr+3y=—4 : _ .
Rozwiaz uklad réwnan ‘ _ metoda przeciwnych wspolezynni-
—x + 6y = 13

koéw. Sprawd?z otrzymane rozwigzanie.

Zauwazmy, ze wspOlezynniki przy niewiadomej @ sg liczbami przeciwnymi
(11 —1). Aby zredukowa¢ taka niewiadoma. wystarczy dodaé oba réwnania
stronami — otrzymamy rownanie z jedna niewiadoma y.
x4+ 3y=-—4
—x+ 6y =13

r—ax+3y+6y=—-4+13 Dodajemy réwnania stronami.

Niewiadoma x zostala zredukowana.
9y =9
Y=
Wyznaczona wartos¢ niewiadomej y podstawiamy do jednego z rownan wyj-

sciowego ukladu, na przyklad do réwnania x + 3y = —4. Otrzymujemy row-
nowazny uklad réwnan:
y=1 Podstawiamy liczbe 1 w miejsce y w réwnaniu
t+3:1=-4 a + dy = —4 i obliczamy niewiadomsy .
Stad otrzymujemy jako rozwiazanie ukladu réwnan pare liczb:
T=-—T
y=1
Sprawdzenie
—T74+3.1=-74+3=-4 Spelnione pierwsze rownanie.
—{—7] +6-1=T7T+6=13 Spelnione drugie réwnanie.
Cwiczenie 1
Rozwiaz uklad rownan metoda przeciwnych wspoélezynnikow.
dr4+y=25 2r+ 3y =09 oz — Iy =1

a) ‘ b) c )
2 —y=-2 —2z4y=-1 —dx+y=9

3.3. Rozwiazywanie ukladdw rownan metoda przeciwnych wspdlczynnikow



Czasami zanim dodamy rownania stronami, musimy najpierw pomnozy¢ obie
strony jednego réwnania (lub obu réwnan) przez taka liczbe (lub liczby), aby
wspolezynniki przy jednej z niewiadomych w obu réwnaniach byly liczbami

przeciwnymi.
Przykiad 2

L . L | bx+4y=26 . , L
Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikow.

2r4+y=3

Wspolezynniki przy zadnej z niewiadomych nie sa liczbami przeciwnymi. Prze-
ksztalcimy zatem jedno z réwnan tak, by otrzymad przeciwne wspolezynniki
przy niewiadomej .

or+4y=0

2r+ y=3 / ' (_4) Mnozymy obie strony drugiego rownania przez —4.
s — ' . ; - .
2T + 43}' =0 Dodajemy rdownania stronami i wykonujemy
redukeje wyvrazow podobnych.
+ | =8z — 4y = —12 g rypemistur podishy
hr—Br=6-12 Niewiadoma y zostata zredukowana.

Rozwiazujemy rownanie z niewiadoma a:

-3z = —6, stad x = 2.

Wyznaczona wartosé niewiadomej x podstawiamy do rownania 2x + y = 3.

r=2 Otrzymujemy nowy, rownowazny uklad réwnan.
2:24+9y=3 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce ¢ w réwnaniu 2z 4 y = 3.
x=2
y=-—1

Otrzymana para liczb @ = 2, y = —1 jest rozwiazaniem podanego ukladu.

Cwiczenie 2

Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikow.

x—2y=3 o —Ty=3 10z + 21y = -9
a) c) _ e)

3z + by =—2 3+ 14y =5 —br—Ty=28

ar+y=-—13 or— 2y =16 20+ 3y =—3,5
DR ) SRR !

2r + 3y =—4 3x+dy =-9 3r—2y=4,5
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Przykiad 3
. ., JR2+3y=2 : ; -
Rozwigz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikow.
sx+Ty=4
Rozwiazanie ukladu réownan rozpoczynamy od pomnozenia kazdego z row-
nan przez takie liczby, aby przy jednej z niewiadomych otrzymac przeciwne
wspolezynniki.

2r + 3y = 2 f’ - D Mnozymy obie strony pierwszego rownania przez 3,
51 + 71&_ — f’ ; {_2] a drugiego przez —2.
10z + 15y = 10

+ | —10z — 14y = —8

Dodajemy réwnania stronami,
y = 2 Niewiadoma @ zostala zredukowana.

=3
2r4+3y =2

Otrzymujemy nowy, rownowazny uktad rownan.

y=72
2r=—-4/:2
4 =2
y=2

y=2
2r+3:-2=2 Podstawiamy liczbe 2 w miejsce y w drugim rownaniu.

Zatem rozwigzaniem ukladu rownan jest para liczb: @ = =2, y = 2.

Cwiczenie 3
Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikow.
Jz— 2y =10 dx+Ty="T 6z + 2y =13
C
22 +3y = —2 Jr+ 6y =3 dr — Ty =2

Cwiczenie 4
Podaj liczby. przez ktore mozna pomnozy¢ obie strony réwnan ukladu, aby
moc skorzystac z metody przeciwnych wspolezynnikow. Nie rozwiazuj ukladu.

Jr—Ty=2 1z 4+1Ty=4
a) ? b) £ 4 ¢)

—ox+4y =28 '.%'3: — 13y =25 3z —5y=29

}:}I—Gyzl

3.3. Rozwiazywanie ukladdw rdwnan metoda przeciwnych wspolczynnikdw
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Przykiad 4
5z —vy)+5=22x+y)
2(x—1)=9y+1

Rozpoczynamy od doprowadzenia rownan ukladu do najprostszej postaci.

Rozwigz uklad rownan

bx —dy+dH=4dx+ 2y

20—-2=9y+1 o ‘ -
Niewiadome przenosimy na lewe strony rdéwnan,
T — 7::.; — _5§ a wart ';E.i. Ii(:zlu e - 1|u1]u';1'+!.'r- .{|m|rli{;tm‘n_‘.' prey
tym o zmianie znaku). Nastepnie redukujemy
2r — Y= 3 wyrazy podobne.

Otrzymany uklad réwnan mozemy rozwiaza¢ jedna z dwoch metod.

Metoda Metoda przeciwnych
podstawiania wspolezynnikow
r=—=0+Ty r—Ty=-5/-(-2)
2(-5+Ty)—y=3 20—y = 3
r=-3+1y —2x + 14y = 10
—-10+ 14y—y=3 25 26 —y=3
r=—5+Ty 13y =13 / : 13
13y=13f:13 -y:l
r=-5+4+Ty y=.
=1 2 —y =2
x=-5+7 Y=
T=2 y=

Rozwigzanie ukladu rownan nie zalezy od:

o wyboru metody rozwiazywania,

e kolejnosci rownan w ukladzie — mozna ja zmieni¢ na kazdym etapie rozwia-
Zywania.

W przypadku metody podstawiania rozwiazanie ukladu rownan nie zalezy od
wyboru wyznaczonej niewiadomej i tego, z ktorego rownania ja wyznaczamy.
W przypadku metody przeciwnych wspoélezynnikow rozwiazanie ukladu row-
nan nie zalezy od wyboru niewiadomej, ktora redukujemy.
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Rozpatrywane poprzednio uklady rownan byly ukladami oznaczonymi. Poka-
zemy, jak wyglada rozwiazywanie metoda przeciwnych wspolezynnikow ukla-
du sprzecznego oraz nieoznaczonego.

Przykiad 5
3z —2y=4

Rozwiaz uklad réownan "
—r -+ Ey = ]

Jx—2y=4
—T + %y =] / -3 Mnozymy obie strony drugiego rownania przez 3.
3r—2y=4

+ | =3z +2y=3
Dodajemy rownania stronami. Obie niewiadome zostaly
Ox+0y=7 zredukowane. Otrzymaliémy réwnanie sprzeczne.

Réwnania Oz + 0y = 7 (mozna je zapisa¢ w postaci ) = 7) nie spelnia zadna
para liczb x i y, zatem uklad réwnan jest sprzeczny.

Przyktad 6

—5z+ 2y=—4
Rozwiaz uklad réwnan \ 13 Y
3zxr—sy=3

4
B 20 = —4 3 ; ; ; . : F
9T + 3Y = " Mnozymy obie strony pierwszego réwnania przez 3.
ol ‘ a drugiego przez 4.
dlﬂ—'r—ly:.ﬂ/'-ﬂ ElEE
1 a2

—152 42y = —12
+ 15& — 2y =12

Dodajemy rownania stronami. Obie niewiadome zostaly
Ox + 0y =0 zredukowane. OtrzymaliSmy rownanie tozsamosciowe.

Réwnanie Oz + 0y = 0 (mozna je zapisa¢ w postaci 0 = 0) spelnia dowolna
para liczb = i y. Wyjsciowy uklad rownan jest réwnowazny nieoznaczonemu

ukladowi réwnan:
Ox + 0y =0

15z — 2y =12

Uklad ten jest spelniony przez nieskonczenie wiele par liczb, ktore spelniaja
drugie réwnanie. Jego rozwigzanie mozna zapisa¢ w postaci:

reR

y:vlf—zr—ﬁ
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Cwiczenie 5
Sprawdz metoda przeciwnych wspolezynnikow, czy uklad réwnan jest nie-
OZNACZONY CZY SPIrZecziy.

Sbr—2y=4 15z —2y=26 %r+3y=4
a) b) : ¢) % 4 1
-z +04y=1 r—lzy=4 5T — 27y =25
Zadania
1. Rozwiaz uklad réwnan metoda przeciwnych wspolezynnikow,
T— 13 =12 —2x+3y=>5 2x 43y =15
a) c) e) _
2r+y=13 6r — 8y =3 2(2x + 3y) = 30
3z —4y =15 ) 3r — by =35 f) 20 +y)=2-—2y
(
Txr+2y=1 —4xr+ 2y =-T r+2y==6

2. Rozwiaz uklad réwnan.
0.2(z +2y) — 0,3(2z —y) = 3.5
2 +y)—(x—2)=2y+ 2

0,01z —0,01(y — 1) = —0,06

{‘l-
) 0,03z — 0,02(y — 2) = —0,12

*+y=3r+5y—2

0.01(42 — ) = 0,01y + 0,02

(. —y)= ;(“}’U £)
0.6(y—2z)=0]1(y+2x+1)

o ‘
{.lr—y:4;xr—3y+5
b)

1
2
4,
=

r—2(y+3z)=—4

3. Rozwiaz uklad réwnan.

Sy+2)+x=3x+y
a) L e o |
{1,

Az +1)=3(y—1) + 13
: i ;+i+1
3r—y=>5 Ty e T 3z
b) =" 2 ;
(z+1)z+1) —y=z(z+1 ] 5(x -d{y— 1)
z=1 4 gl _ 2ty _ ry
4utl — 3 : =1
{} {.c—zi-l ydz_ f) J- j L
R R Yy —2=1-s5

4. Dla ktorych wartosci parametrow m € 3} in € {1,3} uklad jest nie-

oznaczony, a dla ktorych — sprzeczny?

] 3r— 18y =n b) 2r—y=2mz—1
ol
mx — by =1 mzt+y=~+mn
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Uklady trzech réownan z trzema niewiadomymi

Niektore zagadnienia wymagaja wprowadzenia trzech lub wiecej niewiado-
mych. Tworzy sie wtedy i rozwigzuje uklad tylu réwnan, ile niewiadomych
zostalo wprowadzonych.

1. Przeczytaj zamieszczony obok
opis metody rozwiazywania
ukladu trzech rownan z trze-
ma niewiadomymi, a nastepnie = Z jednego z rownai wyznaczamy
rozwiaz podany uklad réwnan. wybrana niewiadoma i podstawiamy

otrzymane wyrazenie do obu pozo-

stalych rownan. Powstaja w ten spo-
sob dwa réwnania z dwiema niewia-

Rozwigzywanie ukladu trzech row-
nan z trzema niewiadomymi

(2+y+2=10
a) x+y—z=20

(z—y—2z=230 domymi.

™ - L 5 - - - 1% e
. ORT TR, Rozwiazujemy otrzymany uklad
dwoch réwnan z dwiema niewiado-

b)) z+2y+3z=1 :
) § & +2y+ 3z mymi dowolna metoda.

(0T —3y—2=38 » Obliczone wartosci dwoch niewia-
(24+2y+2=0 domych podstawiamy do dowolnego

rownania poczatkowego ukladu i ob-

c) ¢ 2r—2y+3z=1 ) = Wi s
liczamy wartos¢ trzeciej niewiado-

L3z +4y — 42 = -1

mej.

2. Czy podany uklad rownan spelnia trojka liczb calkowitych?

(24 2y —2=—4 (2 +2y—2=28
a) S 2y+z2=2 c) 4 2x+2y—2z=10
| 2y = -2 22 +3y+2=295
(2 -2 —2=-9 (z—y—2z=-5
b) § 2y +3z =16 d) S 2+2y+2=4
Yy —z=2 lz—3y—2z=-3

3. a) Suma trzech liczb jest réwna 36. Suma pierwszej i drugiej liczby jest
dwukrotnie wieksza od trzeciej liczby, a suma drugiej 1 trzeciej jest o 10
wieksza od pierwszej liczby. Jakie to liczby?

b) Suma trzech liczb: a, b, ¢ jest réwna 27. Liczba ¢ jest o 3 wigksza
od Sredniej arytmetyezne] liczb a 1 b, a liczba b o 3 mniejsza od sSrednie]
arytmetycznej liczb a i e. Wyznacz liczby a, b i c.

Uklady trzech rownar z trzema niewiadomymi
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3.4. Uktady réwnan -
zadania tekstowe (1)

Przykiad 1

Dwie ciezaréwki przewozace piasek wykonaly lacznie 13 kursow. Jedna z nich
przewozila za kazdym razem 15 ton, a druga — 8 ton piasku. Ile kursow wy-
konala kazda z ciezarowek, jesli lacznie przewiozly one 132 tony piasku? Uléz
1 rozwiaz odpowiedni uklad rownan.

Wprowadzmy oznaczenia niewiadomych:

xr — liczba kursow wykonanych przez pierwsza ciezarowke,

y — liczba kursow wykonanych przez druga ciezarowke.

Zapisujemy uklad réwnan odpowiadajacy tresci zadania.

¥ ] — % - -3 - £ * - a
r+y=13 Laczna liczba kursow dwéch cigzardwek.
152 4 8y = 132 FLaczna masa przewiezionego piasku.

r+y=13 /. (-8)

15z + 8y = 132 przeciwnych wspdtezynnikow.

Uktad rédwnan rozwiazujemy metoda

—8z — 8y = —104
+ | 15z + 8y = 132

T = 28

Stad otrzymujemy rozwiazanie ukladu réwnan @ = 41 y = 9 (zauwaz, ze
otrzymane liczby spelniaja warunki zadania). Zatem pierwsza ciezaréwka wy-
konala 4 kursy, a druga 9.

Cwiczenie 1

Dwie ciezarowki, jedna o ladownosci 6 ton, a druga — 10 ton, przewiozly
lacznie 460 ton piasku podezas 50 kurséw (za kazdym razem byly maksymalnie
obciazone). Ile kurséw wykonala jedna, a ile — druga ciezaréwka?

Cwiczenie 2

a) Sliwki na targowisku kosztowaly 6.50 z1 /kg., a wisnie — 8.50 zl/kg. Gospo-
dyni kupila lacznie 4 kg tych owocéw i zaplacila za nie 31 zl. Ile kupila sliwek,
a ile wisni?

b) Warzywa znajdujace sie na stoisku kosztuja: marchew — 4 zl/kg, buraki -
6 z1/kg, rzepa — 7,50 =zl /kg. Kierownik stolowki kupil 8 kg tych warzyw, w tym
2 kg rzepy. Za wszystko zaplacil 49 z1. Ile kupil marchwi, a ile burakow?
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Przykiad 2
Piotr i Dorota maja razem 30 lat. Dorota jest o cztery lata mlodsza od Piotra.
Oblicz wiek Doroty i wiek Piotra.

Oznaczamy niewiadome:
d — wiek Doroty w latach, p — wiek Piotra w latach.

Zapisujemy warunki zadania w postaci ukladu réwnan:

d+p=30
d=p-—4
Po rozwiazaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy:
p= 17 Sprawdz. czy otrzvmane liczhy
d=13 spelniaja warunki zadania.,

Dorota ma 13 lat. a Piotr — 17 lat.

Cwiczenie 3
Tomek jest o cztery lata starszy od swojej siostry. Za dwa lata beda mieli
w sumie 30 lat. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

Przykitad 3
Szesé lat temu mama Basi byla trzy razy starsza od swojej corki, a za cztery
lata bedzie od niej dwa razy starsza. lle lat ma obecnie Basia, a ile je] mama?

Oznaczamy niewiadome:
b — wiek Basi w latach, m — wiek mamy Basi w latach.

Informacje z zadania wygodnie jest przedstawi¢c w formie tabeli.

Szesé lat temu Obecnie Za cztery lata
wiek Basi b—06 b b+ 4
wiek mamy Basi m— G m m+4

Zapisujemy uklad réwnan, w ktéorym pierwsze rownanie opisuje sytuacje
sprzed szesciu lat, a drugie sytuacje, ktora nastapi za cztery lata.
m—6=3(b—06)
m+4=2(b+4)
Po rozwigzaniu tego ukladu réwnan otrzymujemy:
b= 16

m = 306 spelniaja warunki zadania.

Sprawdz, czy otrzyvmane liczhy

Basia ma obecnie 16 lat, a jej mama — 36 lat.
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Cwiczenie 4

a) Pigc¢ lat temu Daria miala dwa razy mniej lat niz Maria. Daria jest mlodsza
od Marii o 5 lat. Ile lat ma obecnie Daria, a ile Maria?

b) Za trzy lata Olek bedzie o polowe starszy od Alka, a dziewieé lat temu Olek

mial o dwa lata wiecej niz wynosil podwojony wiek Alka. Ile lat ma obecnie
Olek, a ile Alek?

Zadania

1. Duziewiec¢ lat temu ojciec byl szeS¢ razy starszy od syna. Za dziewigc lat
obaj beda mieli razem 85 lat. Ile lat ma obecnie kazdy z nich?

2. Dwa lata temu Ania. jej siostra blizniaczka i ich starszy brat mieli razem
45 lat. Za trzy lata suma wieku blizniaczek bedzie o 12 wigksza od wieku
ich brata. Ile lat ma obecnie kazde z nich?

3. Skarbnik klasowy zebral 30 monet o nominalach 2 zl oraz 5 z1. Wszystkie
monety wazyly lacznie 169.6 g. Ile monet 2-zlotowych, a ile 5-zlotowych
zebral skarbnik, jesli moneta 2-zlotowa wazy 5.21 g, a 5-zlotowa — 6,54 g?

4. Wydano 48 zlotych w 20 monetach: bylo wsréd nich 8 monet 2-zlotowych
oraz monety 1- i 5-zlotowe. Ile bylo monet 1-, a ile 5-zlotowych?

5. Kwote 100 zlotych wydano w monetach 1-, 2-, i 5-zlotowych — lacznie
w 32 monetach, przy czym liczba monet 5-zlotowych byla o dwa wieksza od
podwojonej liczby monet 1-zlotowych. Ile monet kazdego rodzaju wydano?

6. Jednego dolara rozmieniono na monety 5-, 10-
i 25-centowe. Ile bylo monet 5-. a ile 10-cento-
wych, jesli po rozmienieniu bylo lacznie 12 monet, w tym jedna moneta
25-centowa?

1 dolar = 100 centow

Moneta 5-centowa Moneta 10-centowa Moneta 25-centowa

7. W skarbonce znajdowaly sie 4 dolary w monetach 5-, 10- 1 25-cento-
wych. Wszystkich monet bylo 29, a 10-centowek bylo trzy razy wiecej
niz H-centéwek. Ile bylo monet kazdego nominaiu?
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10.

1.

12.

13.

14.

15.

16.

Dlugosé jednego boku prostokata jest o 3 cm wieksza od podwojonej diu-
gosci drugiego boku. Oblicz pole tego prostokata, jesli jego obwod jest
rowny 36 cm.

Obwéd prostokata jest réwny 56 cm. Gdyby zwiekszy¢ dlugosé jednego
jego boku o 2 cm, a drugiego o 6 cm, to proporcja miedzy dlugosciami
bokéw otrzyvmanego prostokata wynosilaby 1:3. Oblicz dlugosci bokow
wyjsciowego prostokata (rozpatrz dwa przypadki).

Na widowni teatru muzyeznego znajduje sie 280 miejsc. Na spektakl sprze-
dano % wszystkich miejsc. Cena biletu ulgowego wynosi 30 zl, a normalnego
35 zl. Ile sprzedano biletéw ulgowych, a ile normalnych, jesli wiadomo, ze

przychod ze sprzedazy biletéw wyniost 7000 z17

W sobote wystawe fotografii odwiedzily 72 osoby:
50 os6b kupilo bilety normalne. pozostali kupili bi-
lety ulgowe. Dochod ze sprzedazy biletow w tym
dniu wyniosl 654 zl. W niedziele wystawe obejrzalo
112 o0s6b, w tym 42 osoby, ktore kupily bilety ulgo-
we. Tego dnia dochod ze sprzedazy biletow wyniosl
994 z1. Ile kosztowal bilet normalny, a ile ulgowy?

Réznica miedzy pewna liczba dwucyfrowa a liczba otrzymana w wyniku
przestawienia cyfr tej liczby wynosi 36. Suma tych liczb wynosi 110. Jakie
to liczby?

Dana jest dwucyfrowa liczba A oraz liczba B uzyskana z przestawienia
cyfr liczby A. Wyznacz te liczby, jesli wiadomo, ze ich suma wynosi 121,
a liczba A jest o T wieksza od podwojonej liczby B.

Dana jest trzycyfrowa liczba A o cyfrze dziesiatek rownej 5. Po usunieciu
tej cyfry otrzymujemy dwucyfrowa liczbe B. Roéznica liczb A i B wy-
nosi 320, a suma liczb A i B jest réwna 388. Jakie to liczby?

Liczba @ powstaje z trzycyfrowej liczby y. majacej dwie cyfry takie same,
przez zapisanie jej cyvfr w odwrotnej kolejnosci. Réznica miedzy liczba z
a y jest rowna 396. Wyznacz te liczby, jesli suma cyfr kazdej z nich jest
rowna 16.

W pewnym spotkaniu bralo udzial 180 oséb. Ustawiono dla nich lacznie
60 krzesel 1 pewna liczbe trzyvosobowych kanap. Niestety, nie dla wszystkich
starczylo miejsc siedzacych. Stosunek liczby oséb stojacych do siedzacych
byl réowny 1:4. Oblicz, ile kanap ustawiono.

3.4, Uklady rownan - zadania tekstowe (1)
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3.5. Ukfady rownan -
zadania tekstowe (2)

Uklady réwnan sa czesto wykorzystywane do rozwiazywania zadan, w ktorych
wystepuja wielkosei podane procentowo, oraz zadan dotyczacych predkosci.

Przyktad 1

Ile kilogramow solanki o stezeniu 6% na- Stezenie procentowe roztwo-
lezy zmieszaé z solanka o stezeniu 2%, aby Tt okresla, jaki procent masy
otrzymad 100 kg solanki o stezeniu 5%7 calego roztworu stanowi ma-

sa rozpuszcezonej substancji.

Oznaczamy niewiadome: I . .
; —— —— Roztwor soli nazywany jest
r — masa w kg solanki 6-procentowe],
& I ) solanka.

y — masa w kg solanki 2-procentowej.

Ukladamy rownania opisujace warunki zawarte w tresci zadania:
x+y =100

0.06 -2+ 0,02y = 0,05-100

Zapisujemy uklad réwnan i go rozwiazujemy:

z+y =100

! . [ solanka I solanka ’SD]';:ml':a :
0.06x + 0,02y =5 /- (—50) po zmieszaniu

z+y =100
‘ = : 2 ——
—3x —y = —250
6% 2% 5%
—22 = —-150 / : (-2)
5 xkg ykg 100 kg

Stad otrzymujemy rozwiazanie ukladu: r = 751 y = 25. Sprawdzamy otrzy-
mane rozwigzanie: 25 + 75 = 100 oraz 0,06 - 75 + 0,02 - 25 = 5.

Aby otrzymad 100 kg solanki 5-procentowej, nalezy zmieszac¢ 75 kg solanki

G-procentowej i 25 kg solanki 2-procentowe;.

Cwiczenie 1
a) Ile kilograméw solanki o stezeniu 13% nalezy zmieszac¢ z solanka o steze-
niu 6%, aby otrzymac 35 kg solanki o stezeniu 9%7

b) Do 5-procentowego roztworu soli dosypano taka jej ilosé, ze otrzymano
95 gramow roztworu o stezeniu 6%. Ile soli dosypano?

3. Uklady rdwnari



tédz ptynagca z pradem i pod prad

Gdy rozpatrujemy ruch todzi na rzece, waznym pojeciem jest
predkos¢ wlasna lodzi.

Predkosc¢ wiasna todzi to predkosé, jaka
osiaga fodz na stojacej wodzie.

predkos¢ = drega) = | |
czas ; M ¢

Na predkosg, z jaka po rzece porusza sie 1odz, wplywa predkosc pradu rzeki.
Oznaczmy przez v predkos¢ wiasna lodzi, a przez v, predkos¢ pradu rzeki.

TSN Predkosé todzi poruszajacej sie Predkos¢ todzi ptynacej
1 z pradem rzeki jest rowna v + v, pod prad jest réwna v - v,




Przykiad 2

Lodz motorowa plynaca z pradem rzeki przebyla trase pomiedzy przystaniami
odleglymi o 36 kilometrow w 2 godziny, droge powrotna zas w 3 godziny.
Oblicz predkosé¢ wlasng lodzi i predkosé pradu rzeki.

Zakladamy. ze wszystkie predkosci sa stale.

Oznaczamy przez v — predkosé¢ wlasna lodzi, a przez v, — predkoéé pradu rzeki.
Informacje podane w zadaniu mozemy przedstawi¢ w tabeli.

Odleglosd¢ Predkosé (Czas
plyniecie z pradem 36 km v+, 2\
plyniecie pod prad 36 km v— v, _ 3h
Predkosé lodzi plynacej z pradem jest réwna % = 18 km/h, a predkosé
lodzi plyngcej pod prad %‘f:—“ = 12 km/h.
Otrzymujemy uklad réwnan i rozwigzujemy go metoda przeciwnych wspol-
czynnikow:
v+u, =18
+ | v—v,=12
2v = 30
v=15

v =19
{ v+ v, =18
v=15
{ v, =3
Sprawdzenie: 2(15 + 3) = 36, 3(15 — 3) = 36.
Predkoé¢ wlasna lodzi byla réwna 15 km/h, a predkosé pradu rzeki — 3 km/h.

Cwiczenie 2

Plynac w dél rzeki, 16dz pokonala 24 kilometry w 2 godziny. Oblicz jej pred-
kos¢ wlasna oraz predkos¢ pradu rzeki, jesli droga powrotna lodzi trwala trzy-
krotnie dluzej.

Cwiczenie 3

Pierwszego dnia 16dz plynaca 2 godziny z pradem rzeki, a nastepnie 3 godziny
pod prad. przebyla trase dlugosci 58 km. Drugiego dnia, plynac 3 godziny
z pradem i 4 godziny pod prad, przeplynela trase dlugosci 82 km. Oblicz
predkosc¢ wlasna lodzi i predkos¢ pradu rzeki.
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Zadania

1. W pewnym liceum uczy sie 500 oséb. Jezeli liczba dziewczat zmniejszylaby
sie 0 40%, a liczba chlopcow zwigkszylaby sie o 60%, to liczba 0s6b nczesz-
czajacych do tej szkoly by sie nie zmienila. Ile dziewczat, a ilu chlopcow
uezy sie w tym licewmn?

2. Pawel 1 Bartek pracowali w wakacje przy zbiorze owocow. Pawel zaro-
bil 110% tego co Bartek i jeszeze 280 zl, natomiast Bartek dostal 60%
tego co Pawel i jeszcze 240 zl. Ile zarobil kazdy z nich?

3. Kwote 10000 zl podzielono na dwie cze-

Sci. Jedna z nich wplacono do banku A na Oznaczamy niewiadome:

lokate roczna oprocentowana 3% w skali x — kwota w zl wplacona
roku, druga do banku B na lokate roczna do banku A.
oprocentowana 4% w skali roku. Po roku y — kwota w zl wplacona
z lokat otrzymano laczne 10340 zl. Jaka do banku B.

kwote wplacono do banku A, a jaka
do banku B? Przeanalizuj przedstawiony
obok poczatek rozwigzania tego zadania
i je dokoncz.

z +y = 10000
1.03xz + 1,04y = 10340

4. Kwote 20000 zl zainwestowano w dwie rdzne lokaty roczne oferowane przez
bank X i bank Y. Lokata w banku X oprocentowana byla 3,5% w skali
roku. Oprocentowanie lokaty w banku Y bylo o 1 punkt procentowy wyz-
sze. Po roku wyplacono z lokat 20840 zl. Jaka kwote zlozono na lokacie
w banku X, a jaka w banku Y7

Mosiadz to stop miedzi, w ktérym gléwnym dodatkiem
jest cynk. Z mosiadzu wykonuje sie na przyklad dzwony
okretowe.

5. Zawarto$¢ miedzi w dwdch réznych stopach wynosi 40% i 80%. Ile kaz-
dego z tych stopow nalezy uzyé¢, aby otrzymac 2 kg stopu zawierajacego
50% miedzi?

6. Mamy do dyspozycji dwa stopy miedzi o roznej je) zawartosci. Jesh uzy-
jemy 2 kg pierwszego 1 6 kg drugiego, to otrzvinamy stop o zawartosci
55% miedzi. Jesdli zas uzyjemy 3 kg pierwszego i 5 kg drugiego, to otrzy-
mamy stop o zawartosci 52,5% miedzi. Jaka jest zawartos¢ miedzi w kaz-
dym z tych stopow?

3.5. Uklady réwnan - zadania tekstowe (2)



7. Roman przygotowuje sie do zawoddéw rowerowych. Na sobotnim treningu
przejechal 90 kilometrow w ciagu 5 godzin. Czesc¢ trasy wiodla po dro-
gach astaltowyvch, czesé po gruntowych. Na drogach asfaltowych srednia
predkosé jazdy wynosita 20 km/h, a na drogach gruntowych 15 km/h. Ile
czasu Roman jechal po drogach asfaltowych? Jaka odleglos¢ w tym czasie
pokonal?

8. Z miast A i B wyruszaja jednoczesnie
naprzeciw siebie ze stalymi predkosciami
dwa pociagi. Jeden z nich jedzie z predko-
scia dwukrotnie wieksza niz drugi. Spo-
tykaja sie po godzinie i 20 minutach.
Gdyby wolniejszy pociag jechal z pred-
koscig o 10 km/h wigksza, spotkanie na-
stapitloby po godzinie i 12 minutach. Jaka

jest odleglosé miedzy miastami A 1 B7

9. Pociag pokonal 120 km w ciagu godziny i 45 minut. Pierwszy odcinek trasy
przebyl z predkoscia 80 km/h, a drugi — ze wzgledu na roboty torowe —
z predkoscia 40 km/h. Jaka byla dlugosé drugiego odcinka?

10. Na pewne przedstawienie w teatrze sprzedano lacznie 500 biletow trzech
rodzajow — normalnych po 50 zl, ulgowych po 40 zl i wejsciowek po 30 zl.
Biletow normalnych bylo o 40 wiecej niz ulgowych i wejsciowek razem.
Wszystkie bilety kosztowaly razem 22300 zl. Ile biletéw poszezegdlnych
rodzajow sprzedano? Przeanalizuj przedstawiony ponizej poczatek rozwia-
zania tego zadania i je dokoncz.

Oznaczamy niewiadome:

x — liczba sprzedanych biletéw normalnych,

y — liczba sprzedanych biletéow ulgowych,

z — liczba sprzedanych wejsciowek.

Mozemy zatem ulozy¢ uklad réwnan z trzema niewiadomymi:
r+y+2z=500
r=y+z+40
50z + 40y + 30z = 22 300

11. Jedna sciana prostopadlo$cianu ma obwdd réowny 26 cm, druga — 28 cm,
a trzecia — 34 em. Oblicz dlugosci krawedzi tego prostopadloscianu.
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3.6. Zagadnienia uzupetniajace
B Wyznaczniki

Uklad réwnan liniowych:
ax + by = ¢

ast + by = ¢

mozna rozwiaza¢ metoda wyznacznikowa. Liczbe:

& 451 bl e, .
W = [ = @by — ash; nazywamy wyznacznikiem glownym,
(1o i)
= i ] 1 oy s . . .
W, = i [ = c1by — eby nazywamy wyznacznikiem niewiadomej .
[ ]
1 Ci . . . .
W, = = a0y — a0 Nazywamy wyznacznikiem niewiadomej y.
’ o Co

1. Jesi W # 0, to uklad réwnan ma jedno rozwiazanie wyznaczone za
pomoca tzw. wzorow Cramera: r = %-L 1y = %i

2. Jesli W =01 W, =0,1 W, =0, to uklad réwnan ma nieskonczenie
wiele rozwiazan (jest nieoznaczony).

3. Jesli W =01 (W, # 01lub W, # 0), to uklad réwnan nie ma rozwiazan
(jest sprzeczny).

Przyktad 1
s . Jrt2y=11 .
Rozwiaz uklad réwnan ¢ _ metoda wyznacznikowa.
bx—4y =13
Obliczamy wyznaczniki:
= 1 2 T
W = , _4‘ =1:(—4)—5-2=-14
W, = il =11-(—-4)—-13-2=-T0
TT13 -4 e
1 11
W= =1-13—5:11=—42
¥ = 15 13\ =9
W # 0, wige uklad ma dokladnie jedno rozwigzanie (z,y), gdzie:
P — H/‘:t! — ___-”E .
YSW T Tua T
L P
=g S0
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1. Okresl, czy uklad rownan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzeczny. Jesli
uklad jest oznaczony, to korzystajac ze wzoréw Cramera, wyznacz jego

rozwigzanie.
2 4+y=-—T dr—y=2=8 iz + 6y =12
a) ¢) ; e) 93
r+3y=4 -+ 3y = —2 s +2y=—4
20+ Ty =1 Te+ 4y = -2 T+ iy =38
b) e d) Y ) R,
3r — 4y = 16 —a9x + 3y =19 e —3y=—4
Przykiad 2

Okresl liczbe rozwiazan ukladu réwnan w zaleznosci od parametru k.

kr—y=2
—dx + ky=4
Obliczamy wyznaczniki:

k-1

r O A e L — s

Wo=| % T =k k()4 = k24

We=|2 =2 k=(-1)-4=2k+4

Y 4 pli.' — 3 _{""}' — +
ko2

Wy=| " y|=4k-2-(~4) =4k +8

e Dla k € R\ {—2,2} wyznacznik W # 0. Zatem uklad réwnan ma jedno
rozwiazanie (jest oznaczony).

e Dla k = 2 wyznacznik W = 0, ale W, # 01 W, # 0. Zatem uklad réwnan
nie ma rozwiazan (jest sprzeczny).

» Dla k = —2 zachodza rownosci W =0, W, =01 W, = 0. Zatem uklad
réwnan ma nieskonczenie wiele rozwiazan (jest nieoznaczony).

2. Dany jest uklad réwnan z niewiadomymi x, y i parametrem k. Dla jakich
wartosci parametru k uklad jest oznaczony, nieoznaczony, sprzeczny?

—r+2y=>5 x+ky=3 kc — 2y = —4
a) c) e)

kx — 10y = —5k kx+y=—3 —2x4+y=2
b x4+ 2ky = 4 4 2kx+y=1 ; (k+ 1)z + ky=2
)

20+ 8y =k —dx — ky =2 x4+ ky=4
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B Metoda eliminacji Gaussa

Czasami przy rozwiazywaniu ukladu réwnan pomija sie w zapisie niewia-
dome, a wspolezynniki wystepujace w rownaniach przedstawia sie w po-
staci tablicy zwanej macierza (ponizej macierze zapisano kolorem niebie-
skim).
Przykiad 3
Rozwiaz uklad réwnan.

T—3y+z=-2 1l =3 1 | -2

—2c4+Ty—62=13 |-2 7 -6 | 13

‘ . : X
26 —9y+3z=-9 9 3 | -9

Sl

B

Najpierw eliminujemy niewiadoma x z drugiego i trzeciego réwnania.
W tym celu do drugiego réwnania dodajemy stronami pierwsze rownanie
pomnozone przez 2, a do trzeciego dodajemy stronami pierwsze pomno-
zone przez —2. Otrzymujemy uklad réwnan (zwrdé uwage, ze operacjom
na réwnaniach odpowiadaja odpowiednie operacje na wierszach macierzy):

r—3y+z=-2 1 —3 1 | =27 Do 2. wiersza macierzy do-
Ox + y — 4z =9 () i = | 0 dano 1. \\'i{‘ll'.ﬁ.'-c |1Im1||mkm|_ﬁ;

3 = przez 2, do 3. wiersza dodano
Oz — 39‘ +z=-=5 0 =3 1 | —dJ 1. wiersz pomnozony przez —2.

Nastepnie eliminujemy niewiadoma y z trzeciego rownania. W tym celu do
trzeciego réwnania dodajemy stronami drugie réwnanie pomnozone przez
3. Otrzymujemy uklad réwnan:

I — J‘i‘.} +z=-2 1 -3 1 | —2 Do 3. wiersza macierzy
Or+y—4z=9 0] 1 -4 | 0 | dodano 2. wiersz
: - pOMnDoZony praez J.
0x+ 0y — 11z = 22 {) 0 —11 | 22
Z trzeciego réownania mamy z = —2. Podstawiamy te wartosé¢ do drugiego

rownania i otrzymujemy y = 1. Nastepnie podstawiamy nzyskane wartosci
y 1 z do plerwszego rownania i otrzymujemy & = 3.

Zatem uklad spelniony jest przez trojke liczb:

T=3
yi="1
z==2

Przedstawiona powyzej metoda rozwigzywania ukladu réwnan nosi nazwe
metody eliminacji Gaussa.
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Przykiad 4

Rozwigz podany uklad rownan metoda eliminacji Gaussa.
r4y—3z=1
r+2y—z=10
r—+oy+6z=-—4

Zapisujemy wspolezynniki wystepujace w rownaniach ukladu w postaci

macierzy:
1 1 -3 | a5
T sy | | 0 Kolejne wiersze macierzy odpowiadaja
1 5 6 | 4 kolejnvim réwnaniom ukladu.
1 1 -3 | 1]
1 ) | —1 Od drugiego i trzeciego wiersza
0 4 9 | ; macierzy odjeto plerwszy wiersz.
1 1 -3 | 1]
0 1 2 | = Od trzeciego wiersza macierzy odjeto
0 0 1 | 1 drugi wiersz pomnozony przez 4.
zeciego rownania (reprezentowanego przez trzecl wiersz macierz
7. trzeciego ro aln reprezent ane rZzez trzecl wier Inaclers
otrzymujemy z = —1. Podstawiamy te wartos¢ do drugiego réwnania
i otrzymujemy y = 1. Otrzymane wartosci y i z podstawiamy do pierw-
szego rownania i otrzymujemy x = —3. Zatem uktad réwnan jest spelniony
przez trojke liczb:
= —3
y=1
z=—1

3. Rozwiaz uklad réwnan metoda eliminacji Gaussa. Sprawdz otrzymane roz-

wiazanie.

(c—3y+2z=4 (24 2y+32=11
a) S x—4dy+4z=-1 ¢c) R 22 +3y+z2=5

| =22+ y—0z=: (22 —2y—2=12

(o4 2y—2=—2 (4 2y+2=2
b)) x+3y+32=4 d) § z+y+3z=11

| —2+4y—6z2=T7 | 3z —y—DHz=~19
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Rozwiaz uklad réwnan.

( 3x—1 4y—T7

R _ i
12 + 8 ! 2 3 2
a) ¢ : c) ¢
r—2  y—6 —9 3y—6  S5—x __ _1£
S 2 S § [§] 12
X - ( 2 —! 1 2.’
JE — % == ”ggk} I:r" = o= H—Z I = 1 2
b d) 4 ;
) < 2x-2 ¥ 3—2y ) 2z+3y  dz—y 0.95
.\ 5 2 .12 g e

2. Czy rozwigzaniem ukladu rownan jest para liczb o réznych znakach?

20 = 3(1 — y) + 2y

1
y=3(x-1)

)
3y—x)=y—1 3(z+1)=—(y+1)
—2+4+x IR pan y+8 z—2 yTS . .'i,'—i.—y
b) : 3 d) 4 3 6
243z 2446 aty—1 y—1

—_ T =

{ 3 - 4

Okresl liczbe rozwiazan ukladu rownan.
22y +1) =6(4 —x) —2r+2y=y—2
3r+2y=11 2(y—3z)=6—y

y—>5

6

b) d) Tty _ g _ 223y

T — _—

2 2

T— 1=

a) Suma cyfr pewnej liczby dwucyfrowej jest réwna 13. Gdyby$my zamie-
nili miejscami cyfry tej liczby, to otrzymalibysmy liczbe o 45 wieksza od
szukanej. Co to za liczba?

b) Jesdli do licznika pewnego ulamka dodamy 1, a od jego mianownika
odejmiemy 1, to otrzymamy % Jesli natomiast od licznika odejmiemy 1,
a do mianownika dodamy 1, to otrzymamy q' Co to za ulamek?

a) Roztwor soli o stezeniu 5% zmieszano z roztworem soli o stezeniu 40%.
Ile graméw kazdego z tych roztworéw uzyto, jesli otrzymano 1,4 kg roz-
tworu soli o stezeniu 30%7

b) Laborant potrzebuje 10 g roztworu azotanu potasu o stezeniu 9%. Ma
do dyspozycji roztwory tego zwiazku o stezeniach 6% 1 10%. Ile gramow
jednego roztworu i ile drugiego powinien zmieszac?

Zestawy powtdrzeniowe
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Vv

B Zestaw Il

1.

*7.

Podayj. ile rozwiazan ma uklad réwnan dla m =1, a ile - dla m = -2,

2x —my =1 T+ my =2 x — |mly = m?
a) b) c)

mx —2y =1 mr+y=4-—2m —x 42y =—4
Dla jakich wartosci parametrow m i k para liczb: @ = 3, y = 2 jest roz-
wigzaniem ukladu réwnan?

{mm+.§'y=5 (1 —m)x + 4ky = 10

b) 8
(m —2k)x — (4k +m)y = -8

(k— 1)z —2my = —1

Rozwiaz uklad réwnan.

(x—y)xz+y) =2 —(y—1)°

: 2r=y—6=(
(z—1)*=(2—x)? (32— 1)(1+3x) +y = (1 — 3x)*
{(1—|—y}(1+2}—1y—.1
{(3;1:—1}?':9:1.'24—1; f) { z—8)°=(z+8)(z+8)+y

xly—1)=ylez—2)

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnan jest para
liczb ujemnych?

] r—y=1—-m b) 2r—3y=2m—6
a ) ,
r—2y=m-—3 3:;-:-§y=3—m

Dla jakich wartosci parametru m rozwiazaniem ukladu réwnan jest para
liczb o przeciwnych znakach?

2P =)= m T+2y=m-—3
a) Y b) 39
ar—-3y=2m+1 Jx—y=2-=m
Okredl liczbe rozwiazan ukladu w zaleznodci od parametrum € {—1,1,2}.

mr + 3y =4 —8r + 6y =m '51_;:1-‘ +my =1
a) b) . c)
2r — 6y = —8 mr — —-y = —§ r4+2y=m

Dla jakiej warto$ci parametru m uklad jest nieoznaczony. a dla jakich
sprzeczny’!

6z — 9y = 15 —4x 4+ 5y =28 —2e+y=17
a) b) c)
2z — 3y =m 20 — 2,5y =m 4+ my = —14
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Sposob na zadanie @

Rozwiazujac zadania tekstowe, mozemy spotkac sie z takimi, w ktorych mamy
trzy niewiadome. Jednak nie zawsze musimy wtedy wykorzystywacé uklad
trzech rownan z trzema niewiadomymi.

Przyktad 1
Dany jest trojkat o katach «, 3, v, przy czym suma miar katow a 1 3 jest
roéwna 105°. Wyznacz te katy. jesli spelniona jest rownosé o+ 23 + 3+ = 400°.

« Rozwigzanie tego zadania mozemy rozpoczaé od zauwazenia, ze mamy trzy
niewiadome: «, 4, v. Prowadzi to jednak do ukladu trzech réwnan z trzema
niewiadomymi (napisz ten uklad).

o Jesli zauwazymy, ze o« = 105" — 3, mozemy napisa¢ uklad dwoch réwnan
z dwiema niewiadomymi:

(105° — 8) + 283 + 3y = 400°

(105° — 3) + B+~ = 180°

Rozwiazujemy ten uklad rownan i otrzymujemy 3 = 707, v = 75°,
Zatem a = 105° — [ = 35°. Sprawdzenie: 35° 4+ 70° 4+ 75° = 180°,
35° 4 70° =105°, 35° +2-70° 4+ 3 - 75° = 400°.

Odpowiedz: o = 35°, 3 = 70", v = 75°
Przykiad 2
W skarbonce znajduje sie 18 monet - sa to monety 1-, 2- i 5-zlotowe. Monet 5-
-zlotowych jest o dwie mniej niz monet 1-zlotowych. Oblicz, ile monet kazdego
nominalu znajduje sie w skarbonce, jesli jest w niej 48 zl.
» Zadanie mozemy rozwiazac, wprowadzajac trzy niewiadome:
x — liczba monet 1-zlotowych,
y — liczba monet 2-zlotowych,
z — liczba monet 53-zlotowych.
Nastepnie nalezy ulozy¢ i rozwiazac¢ uklad trzech réwnan z trzema niewiado-
mymi (napisz ten uklad).

o Zauwazmy, ze mozemy tu wprowadzi¢ dwie niewiadome: x — liczba monet
1-zlotowych, y — liczba monet 2-zlotowych. Wowezas monet 5-zlotowych jest
x — 2. Otrzymujemy teraz uklad dwdch réwnan z dwiema niewiadomymi:

t+y+(xr—2)=18

x+2y+5(xr—2) =48
Rozwiazaniem tego ukladu jest: x = 9 oraz y = 2 (sprawdz, czy spelnia ono
warunki zadania).
Odpowiedz: W skarbonce znajduje sie 9 monet 1-zlotowych, 2 monety 2-zlo-
towe oraz 7 monet 5-zlotowych.

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

_ _ ) - .| D=2y =27
1. Wskaz rozwiazanie ukladu réwnan

r+3y=2
x=—5 T=-5 £= r=25
A. B. C. D.
y=-1 y=1 y=-1 y=1
: . ) L 22 +y=-4 . + .
2. Rozwiazaniem ukladu réwnan jest para liczb ujemnych
me—g=m-—1
dla:
A.m=—g, B. m=-3, C. m=g, D.m=3.

3. Kuba jest o 5 lat starszy od Magdy. Wiek Magdy stanowi % wiekn Kuby.
Ktory z ponizszych ukladéw réwnan opisuje te sytuacje?
Przvijmij oznaczenia k — wiek Kuby, m — wiek Magdy.

k=m-—25 k=m+5 k=m-+5 k=m—>5
A. 2 B. 3 C. 2 D. 3
m = zk m = 3k m= zk m= 3k
4. Wskaz réwnanie, ktore nalezy dopisa¢ do rownania 3z —4y = 6, aby ofrzy-
ma¢ nieoznaczony uklad réwnai.

A 3z —4y= -G C. %.‘I.' —2y=-3
B. -3z+4y=6 D. —Sz+2y=-3
. . .| 3z+y=10
5. Wskaz uklad réwnan réwnowazny ukladowi
20—y =12
y=10—3x y=10— 3z
A. 4 o o :
—g =22 o= 22
y =104+ 3z y =104 3z
B.{ " D.a?
axr— 10y =12 - —10y=12

; | 2mfe—-3y=5 | :
6. Uklad réwnan jest ukladem nieoznaczonym dla:
dx — 6y = —10m

A . m=- B. m = —1, C.m=1, D. m =

1
%)
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)
—xr—5
—— =z—y

2

Rozwiaz uklad rownan
5—2(z—3(y—1))=0

Zadanie 2 (2 pkt)

Bankomat wyplacil kwote 940 z! w banknotach o nominalach 10 zl, 20 zl
i 50 zl. Ile bylo banknotéw kazdego rodzaju, jesli banknotéw 10-zlotowych
byvlo tyle samo co banknotow 50-zlotowych, a banknotéw 20-zlotowych bylo
o 7 wiecej niz d0-zlotowych?

Zadanie 3 (2 pkt)
Réznica miar katow a i 3 pewnego trojkata wynosi 30°. Kat ~ tego trojkata ma
miare o 20° wieksza od sumy miar katow a i 7. Wyznacz katy tego trojkata.

Zadanie 4 (2 pkt)

Para liczb x = 2, y = 3 jest rozwiazaniem ukladu réwnan utworzonego przez
dwa sposrod ponizszych rownan. Wskaz te réwnania.

[.o—2y=—-4 II. 22 4+ 3y = 15 IIL. 22 — 3y = -5 IV.3z—y=2

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)

Cztery lata temu Kasia i jej dwaj bracia blizniacy mieli razem 22 lata. Za dwa
lata Kasia bedzie miala tyle lat co obaj jej bracia razem. Oblicz, ile lat bedzie
mieé¢ Kasia, gdy jej bracia beda mieli po 18 lat.

Zadanie 6 (3 pkt)

Tomek ma w skarbonce trzydziesci jeden monet, w tym: trzy monety 5-zloto-
we, monety 1- i 2-zlotowe oraz monety 10- i 50-groszowe. Liczba monet 10-gro-
szowych jest taka sama jak liczba monet 50-groszowych, a monet 1-zlotowych
jest dwukrotnie wiecej niz monet 2-zlotowych. Suma pieniedzy w skarbonce
wynosi 42 z1. Oblicz, ile jest monet kazdego rodzaju.

Zadanie 7 (3 pkt)
do+y) —4y(2r+y) = (20)* +a+y

Rozwiaz uklad réwnan :
(z-1)(y+1)=(z+2)(y - 2)

Przed matura
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedZz ma postac¢ trzyeyvfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Dwaj rowerzysci wyruszyli w te sama trase: pierwszy o 10.00, drugi godzine

pozniej. O godzinie 14.00 drugi rowerzysta dogonil pierwszego. Oblicz predko-

sci obu rowerzystow, jesli drugi jechal ze srednia predkoscia o 5 km/h wieksza
niz pierwszy. Niech v oznacza predkosé wolniejszego rowerzysty w metrach na
sekunde. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia

dziesietnego liczby v.

Zadanie 2 (2 pkt)

Wyznacz liczby x i y spelniajace uklad réownan:
y—z(2z+1)=-2(z—-1)>+3
(y+1)°+2r=y(y+1)+5

Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-

sietnego iloczynu xy.

Zadanie 3 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednosci 1 dwie pierwsze cyfry po przecinku rozwiniecia dzie-

sietnego sumy liczb @ i y, ktére tworza pare bedaca rozwiazaniem ukladu

rownarn: Vor+y = 4v2
T — Vﬁy =9

Zadanie 4 (4 pkt)

Michal uczestniczyl w dwudniowym zgrupowaniu zawodnikéw klubu kajakar-

skiego. Pierwszego dnia plynal kajakiem 3 godziny z pradem rzeki oraz tyle

samo czasu pod prad i pokonal lgcznie 24 km. Drugiego dnia plynal kajakiem

2 godziny z pradem rzeki i 4 godziny pod prad, pokonujac lacznie 21 km.

Oblicz predkosc¢ pradu rzeki.

D] Zadanie 5 (3 pkt)
Uzasadnij, ze punkt P(x, y), ktérego wspolrzedne spelniaja podany uklad réw-
nan, nalezy do prostokata o wierzcholkach: A(1,1), B(3.1), C(3.6), D(1,6).

{(ﬂ*-2)2+(y—fr)(y+ﬂﬂ=ﬂ(3f—1}

x—y _ x+2y 9
2 2 i

T+ y—
(0] Zadanie 6 (4 pkt)
Wykaz, ze m = —5 jest najwieksza liczba calkowita, dla ktorej uklad réwnan
20 —y=2m+1
{ 3r—2y=2m-—3
jest spelniony przez pare liczb ujemnych.
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U o0s6b wyczynowo uprawiajacych sport re-
gularnie przeprowadza sie specjalistyczne
badania lekarskie.

Elektrokardiogram wykonuje sie za po-
moca przyrzadu, ktory odbiera 1 wzmacnia
impulsy elektryczne. Jako wynik badania
otrzymujemy wykres funkeji napiecia elek-
trycznego. wytworzonego na skutek skurczu
miesnia sercowego, w zaleznosci od czasu.

Ll LA

Prawidlowa czynnosé¢ serca

Zaburzenie rytmu serca




4.1. Pojecie funkciji

Przykiad 1
W szkolnym turnieju pitki noznej wzielo udzial pie¢ druzyn A, B, C., D i E.
Grano systemem kazdy z kazdym. Za zwyciestwo przyznawano 3 pkt, za remis
1 pkt, a za przegrana 0 pkt. Najmniejsza

mozliwa do zdobycia liczba punktow to 0,
a najwieksza to 12. Kazdej druzynie przy-
porzadkowano sume zdobytych punktow —
wyniki turnieju przedstawiono w tabeli.

Druzyna A|B|C|D| E
Zdobyte punkty 3 7 | 8 | 1 8

Przyktad 2
Na grafie obok kazdej z czterech oséb przy-
porzadkowano dzien tygodnia, w ktorym

X

» poniedazialek

Alae =« wiorek
Janek = \—\\_LK- groda
Adame * {?if:wﬁrwk

s piatek

[ ]
Ola * sobota
» niedziela

dana osoba sie urodzila. Zbior osob ozna-

czono litera X, a zbior dni tygodnia — li-
tera Y.

Omowione powyzej przyporzadkowania sa przykladami funkcji. W kazdym
z nich sa wskazane dwa zbiory, czesto oznaczane przez X 1Y, oraz okreslony
sposOb przyporzadkowania elementom zbioru X elementow zbiorn Y — mozna
to zrobi¢ np. za pomoca tabeli, grafu lub opisu slownego.

Przyktad 3

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1, 2, 3, 4, 5, 6} przyporzadkowano jej reszte
z dzielenia przez 4. Zbiér mozliwych reszt oznaczono litera Y. Przyporzadko-
wanie to przedstawiono za pomoca tabeli 1 grafu.

Liczba i 2
Reszta 1 2 3 0 1 2

o
——
ot
s

Cwiczenie 1

Kazdej liczbie ze zbioru X = {1,2,3,4,5,6,7} przyporzadkowano liczbe ze
zbioru Y = {0,1,2.3,4} bedaca jej reszta z dzielenia przez 5. Przedstaw to
przyporzadkowanie za pomoca tabeli i grafu.
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Definicja
Funkcja ze zbioru X w zbiér Y nazywamy przyporzadkowanie, w ktorym
kazdemu elementowi z € X odpowiada dokladnie jeden element y € Y.

Zbior X nazywamy dziedzing funkcji. a jego elementy argumentami.

Zbior Y nazywamy przeciwdziedzing funkcji. Jesli element zbioru Y jest przy-
porzadkowany jakiemu$ elementowi zbiorn X, to nazywamy go wartoScia
funkcji.

Funkcje zwykle oznaczamy malymi literami, na prayklad: f, g. h.

Mowiac o funkeji f ze zbioru X w zbior Y, uzywamy zapisu f: X — Y, a war-

todé, ktora funkcja f przyjmuje dla argumentu x, oznaczamy przez f(x).

Przykiad 4
Dane sa zbiory X = {—2,-1,0,1,2} 1 Y = {0,1,2,3,4}. Funkcje f ze zbio-
ru X w zbidr Y. ktora kazdej liczbie przyporzadkowuje jej kwadrat, przedsta-

wiono za pomoca grafu i tabeli.
X f )

Argument x -2(-1, 0|1 | 2
Wartos¢ funkeji f(z) 4 1 0 1 4

Zwroé uwage, ze liczby 2 1 3 naleza do przeciwdziedziny funkeji f. ale nie sa
wartosciami tej funkcji.

Funkcja f dla argumentu r = 2 przyjmuje wartos¢ y = 4. co zapisujemy
#J(2) =47 1 czytamy: ,,.f od 2 jest réwne 47.

Wartosé¢ y = 4 funkcja f przyjmuje rowniez dla argumentu r = —2, zatem

f(~2)=4.

Cwiczenie 2
Dane sa zbiory X = {1,2,3,4,5} i Y = {-2,-1,1,2} oraz funkcja f: X - Y
przedstawiona za pomoca grafu.

a) Podaj wartosci funkeji f dla argumentow pa-

rzystych.

b) Dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje

wartosc 2, a dla jakich — wartos¢ 17

¢) Przedstaw funkcje f za pomoca tabeli.
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Cwiczenie 3

Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} i Y = {0, 3,1, %,2}. Funkcja f: X — Y
przyporzadkowuje kazdemu argumentowi polowe jego kwadratu. Przedstaw te
funkcje za pomoca grafu i tabeli. Ktore elementy zbioru Y nie sa wartosciami
funkeji f7 Ktoére wartosei sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argnmentu?

Cwiczenie 4
Funkcje f:{0,1,2,3,4,5,6,7,8,9} — {-2,-1,0,1,2,3,4} przedstawiono za
pomoca tabeli.

2 | o | 1| 2| 38| 4|5 | 6
fe)| 1+ | 1 | =2 0| 2| 1|8 |33

Dla ktorych argumentow zachodzi réwnos

a) f(z) =0, b) flz] =1, c) flz) =-2, d) f(z) = -17

Zauwazmy, ze zgodnie z definicja przyporzadkowanie jest funkcja ze zbioru X
w zbior Y, gdy kazdemu elementowi zbioru X przyporzadkowany jest doktad-
nie jeden element zbioru Y.

Przyktad 5
Uzasadnij, ze na ponizszym grafie nie przedstawiono funkeji ze zbioru X
w zbior Y.

a) x

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X nie pray-
porzadkowano zadnego elementu zbio-
ru Y. Zatem graf nie przedstawia funkeji
ze zbioru X w zbidr Y.

Cwiczenie 5

Liczbie 2 nalezacej do zbioru X przy-
porzadkowano dwa elementy zbioru Y.
Zatem graf nie przedstawia funkeji ze
zbioru X w zbior Y.

Czy na ponizszym grafie przedstawiono funkcje ze zbioru X w zbior Y7 Jesli
tak, to podaj argument, dla ktorego funkcja ta przyjmuje wartoscé 0.

a) x

4. Funkcije
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Definicja
Miejscem zerowym funkcji f nazywamy taki argument x. dla ktérego:

file) =8

Przykiad 6

Funkcja f:{-2,-1,0,1,2} — {0,1,2,3,4}
przedstawiona za pomoca tabeli ma dwa
miejsca zerowe: —1 1 2. ()

£ |=-2|-1| 0 | 1
1 04 30

Cwiczenie 6
Przedstaw za pomoca tabeli funkcje f i podaj jej miejsca zerowe, jesli kazdej
liczbie ze zbioru X = {—1.0,1,2,3} przyporzadkowuje ona:

a) liczbe o 2 mniejsza, ¢) kwadrat tej liczby pomniejszony o 1,
b) liczbe o 3 wigksza, d) szescian tej liczby pomniejszony o 8.
Zadania
1. Funkcje f:{-2,-1,0,1,2} — {—1,0,1,2,3,4} przedstawiono za pomoca
tabeli. Przedstaw te funkcje za pomoca grafu i podaj jej miejsca zerowe.
8) [z |-2|-1|0|1]2 b} [Ce | —2|=1|0]1 ]2
ftel| 3 12 (0|23 flz)|—-1/ 01|23

2. Funkcja f:{-2,-1,0,1,2,3} — {0,1,2,3,4,5} zostala podana w postaci
tabeli. Przedstaw ja za pomoca grafu oraz opisu slownego. Dla ilu argu-
mentow przyjmuje ona wartosci nieparzyste?

8) N —2]-1]o0|1[2[s| ™ e -2/-1{0[1]|2]3
fite}| O |1 (2 (3|45 g 2 |1 (01| 2|3

3. Funkcje f: X — Y przedstawiono w postaci grafu. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i podaj jej miejsca zerowe.

a) X b)
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4. Dane sa zbiory X = {-2,-1,0,1,2} oraz ¥ = {0,1,2,3,4,5}. Funkcja
f: X — Y kazdemu argumentowi przyporzadkowuje jego kwadrat.

a) Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli i grafu.
b) Ktore elementy zbioru Y nie sa wartosciami funkeji f? Ktére wartosci
sa przyjmowane dla wiecej niz jednego argumentu?

5. Funkcja f zostala podana w postaci tabeli. Okredl jej dziedzine. a nastep-
nie przedstaw te funkcje za pomoca grafu oraz opisu slownego. Dla ilu
argumentow przyjmuje ona wartosci dodatnie?

a) s I-1l0|1]2|34| Pl & |-3|-2|-1|l0]1]2
fx) | —4|—3|—2|=1] 0 | 1 f)| 3| 2]1]0[-1]-2

6. Funkcja f kazdej liczbie ze zbioru X = {-3,-2,-1,0,1,2} przyporzad-
kowuje jej kwadrat pomniejszony o 4. Dla ktorych argumentow funkcja ta
przyjmuje wartosci ujemne? Czy ma ona miejsca zerowe?

IE] 7. Rozwazmy przyporzadkowanie, w ktorym liczbie odpowiada jej pierwia-
stek kwadratowy. Uzasadnij, ze przyporzadkowanie to nie jest funkcja ze
zbioru X w zbior Y, jesli:

a) X =1{0,1,2,3,4}, Y =Q, b) X = {-=1,0,1,2}, Y =R.
8. Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje jej
reszte z dzielenia przez n. Ile miejsc zerowych ma funkcja f7
a) n=2 b)n=4 c) n=>5 d) n=10
9. Funkcja f kazdej dwucyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej eyvfr, np. f(24) = 6.
a) Podaj zbiér wartosci funkcji f.
b) Dla jakich argumentéw funkecja f przyjmuje wartosé 3, a dla jakich 77
10. Funkcja f kazdej trzyveyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje sume
jej cyfr, np. f(234) = 9.
a) Podaj zbiér wartosci funkeji f.
b) Dla jakich argumentéw funkeja f przyjmuje wartosé 2, a dla jakich 37
11. Funkcja f kazdej trzycyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje iloczyn
jej cyfr, np. f(213) = 6.
a) Ile miejsc zerowych ma funkeja f7

b) Dla ilu argumentéw funkecja f przyjmuje wartosc¢ 87
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4.2. Szkicowanie wykresu funkcji (1)

Funkcje, ktorej argumenty i wartosci sa liczbami, nazywamy funkcja liczbowa.
Jednym ze sposobow przedstawienia takiej funkcji jest wykres.

Przykiad 1

Dziedzina funkeji f jest zbior {1,2.3.4,5,6}. Funkcja f przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 mniejsza. Ponizej te funkcje przedstawiono
za pomoca tabeli oraz wykresu.

y=flz) —1 0 1 9 3 4 e . f - W
Do wykresu funkeji f nalezg punkty o wspol- . , L
rzednych (x,y), gdzie x jest argumentem, a y : >

wartodcia funkcji. Sa to punkty: (1,-1), ol 1 ' : X
(2,0), (3,1), (4,2), (5,3) i (6,4). |

Definicja
Wykresem funkeji f : X — Y nazywamy zbior wszystkich takich punktow
(z,y), ze x € X oraz y = f(x).

Cwiczenie 1

Dziedzina funkeji f jest zbiér {—2,—1,0,1,2}. Funkcja [ przyporzadkowuje
kazdemu argumentowi liczbe o 2 wieksza. Przedstaw te funkeje za pomoca
tabeli oraz wykresu.

Przykiad 2

Dziedzina funkcji f jest zbiér {1,2,3,4.5,6,7,8}. Funkcja f przyporzadko-
wuje kazdemu argumentowi jego reszte z dzielenia przez 3. Ponizej te funkcje
przedstawiono za pomoca tabeli oraz wykresu.

B 12 [s]|a]|s(8][7]8] 1ttt
@, 1 ' %

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji, ktéra kazdej liczbie ze zbioru {1,2,3,4,5,6.7,8}
przyporzadkowuje jej reszte z dzielenia przez: a) 2, b) 4.

4.2, Szkicowanie wykresu funkcji (1)



Czesto mozliwe jest okreslenie funkcji za pomoca wzoru. Na przyklad:

Opis slowny Wzdr

f przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x liczbe o 3 wicksza | f(z) =2+ 3

[ przyporzadkowuje kazdemu argumentowi r jego polowe flx) = %.1:
[ przyporzadkowuje kazdemu argumentowi x jego kwadrat flz) = L2

Uwaga. Wzor funkeji f(x) = & + 3 mozemy zapisac¢ tez w postaci y = r + 3.

W zaleznosci od sytuacji korzystamy z jednego lub kilku sposobdéw przedsta-
wiania funkeji.

‘ Sposoby przedstawiania funkcji |
| | |
opis slowny ‘ graf tabela ‘ wykres WZOT

Przyktad 3

Funkcja f kazdej jednocyfrowej liczbie naturalnej przyporzadkowuje liczbe
przeciwna do jej polowy. Przedstaw te funkcje za pomoca tabeli, grafu i wy-
kresu. Podaj jej wzor.

& 0 1 2 3 4 5 §] 7 3 9
DRI IEIEIEIEIEIE
¥y | f P
Of Pl X
Funkcje f mozna opisa¢ wzorem f(x) = —3z (lub y = —3x).

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres oraz podaj wzor funkeji f. ktora kazdej liczbie ze zbioru
{-3,-2,-1,0,1,2,3} przyporzadkowuje:

a) liczbe o 3 mniejsza, b) polowe kwadratu tej liczby.
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Przed naszkicowaniem wykresu funkcji, nalezy zwroci¢ uwage na jej dziedzine.

Przykiad 4
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkeji okreslonych tym samym
wzorem, ale ktoryeh dziedzinami sg kolejno:

I. zbior {—2,—-1,0,1,2} I1. przedzial (—2;4) II1. przedzial (—2;4)

RLigEER ENiEEE> FRLERE
oI TR TR T TR

£:{=2,-1,0,1,8} - R
flz) =1z +2

g:(—2;4) - R
glz) = %’r + 2

h:(-2;4) = R
h(z) = 32+ 2

e Wykresem funkeji ¢ (rysunek II) jest odcinek laczacy punkty (—2,1) i (4,4)
— jego konce zaznaczono pelnymi kélkami.

e Na rysunku III puste kélka w punktach (—2,1) i (4,4) oznaczaja, ze punkty
te nie naleza do wykresu funkeji h (poniewaz liczby —2 i 4 nie naleza do
dziedziny tej funkeji).

Jesli dziedzing funkeji f(2) = ax + b, gdzie a,b sa dowolnymi liczbami, jest
przedzial domkniety (x;:x,), to wykresem tej funkeji jest odcinek. Aby go
naszkicowad, nalezy obliczy¢ wartosdci f(xy) i f(z2). Jesli dziedzina funkeji f
jest przedzial otwarty. to jej wykresem jest odcinek bez swoich koncow.

Przykiad 5
Naszkicuj wykres funkcji f: (—2:6) — R danej wzorem f(x) = —%;r: + 2.

Obliczamy wartosé funkeji dla @ = —2:
f(=2)=—3-(=2)4+2=3
Obliczamy warto$¢ wyrazenia —z+2 dla z = 6:
~1.6+2=-1
Wykresem funkeji f jest odcinek laczacy punkty

(—2,3) i (6,—1) bez kofica w punkcie (6, —1).

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkcji f: D — R, jesli:

a) D= (—2;3), f(z) =z +1, g) DD=(0;8), flg) =a—1,
b) D = (-2;6), f(z) = 52— 2, d) D= (—4;2), f(z) =3z + L

4.2, Szkicowanie wykresu funkcji (1)



Dla dowolnych liczb a, b wykresem funkeji
f:R — R okreSlonej wzorem f(x) = ax + b
jest prosta. Takie funkcje beda szezegolowo
omawiane w nastepnym rozdziale.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(x) =z — 2.
Aby naszkicowa¢ wykres tej funkcji, wystar-
czy obliczy¢ jej wartosei dla dwéch dowolnych
réznych argumentéw (dlaczego?).

Przyktad 6
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem f(x) = %.’L‘ —-1.
N . ENEEN

Obliczamy wartosci funkeji f dla dwdch do-
wolnych argumentow, np. dla r =21 & = 4:
f(2)=0, f(4)=1.

Do wykresu funkcji f naleza punkty: (2.0)
oraz (4,1). Szkicujemy prosta przechodzaca

przez te punkty.

Cwiczenie 5
Wykresem funkeji f: R — R jest prosta. Wyznacz dwa rézne punkty nalezace
do tego wykresu i go naszkicuj.

a) flz)=2% b) f(z)=—=z ¢) flea)=z—-1 d) f(z)=—-2x+2

Przykiad 7
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji okreslonych tym samym
wzorem, ale ktorych dziedzinami sa kolejno:

I. przedzial (—3; ) I1. przedzial (—3; o) II. przedzial (—oc; 3)

Zan2nr Y L ¥y d g q

Dl 1 11X P Eirr X o1k
f:(=3;00) = R g:(—3;0¢) = R h:(—o0:3) = R

(5 = %1‘ + 2 glx) = %;r + 2 hiz) = %:r + 2
Wykresami funkcji f i h sa pélproste domkniete (zawieraja swoj poczatek).
Wykresem funkeji g jest pélprosta otwarta (bez poczatkn).
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Zadania

1

Naszkicuj wykres funkeji f: {—1,0,1,2,3} — R, ktora kazdej liczbie z dzie-
dziny przyvporzadkowuje:

a) liczbe o 1 mniejsza, ¢) jej wartosé¢ bezwzgledna,
b) liczbe przeciwna, d) jej kwadrat.

Dziedzina funkcji f jest zbior {—2,—1,0,1,2,3}. Przedstaw te funkcje za
pomoca tabeli 1 naszkicuj jej wykres.

a) f(z)=z+3 b) f(z)=3z c) f(z)=|32z| d) fla)=—|z|

Funkcja f podana zostala za pomoca tabeli. Naszkicuj wykres tej funkcji
i sprobuj odgadna¢ wzor, ktérym moglaby byé okreslona.

a)lb <1lol1]l2l3|la| 9 e l=2l<1l0]|1]|2]3
flz) | —5|—4|-3|-2|=1] 0 fl)| 654321

Dbz |-tlo|Lt|1]|2]le]| D & |-Llo|L]|1]2]2
flz)|=1|/0|1|2]|3]|4 f(z)l—-2|=1|0|1| 2|3

Naszkicuj wykres funkeji f: R — R danej wzorem f(x) = —2z — 5.

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = = + 1, jesli jej dziedzina jest przedzial:

2) (0:4), b) (-23), o (L)  d) (~o;2).
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = —x + 3, jesli jej dziedzing jest przedzial:
a) (0:4), b) (—3:2), ¢) (0;00), d) (—oc;—1).

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f: D — R danej wzorem f(x) = xz—1, gdzie
D = (—1:4) \ {2,3}. Naszkicuj wykres funkcji
okreslonej tyvin samym wzorem, jesli jej dzie-
dzina jest zbior:

a) D=(-3;00U(2;4), ¢) D=R\ {—1,2},
b) D=(=25)\{4}, d) D=(0;00)\ {3}.

Funkeja f przyporzadkowuje kazdej liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4, a funkcja g jej reszte z dzielenia przez 5. Naszkicuj wykresy tych
funkeji. Dla ilu liczb naturalnych mniejszych od 25 funkcje f i g przyjmuja
te same wartosci?

4.2, Szkicowanie wykresu funkcji (1)
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4.3. Szkicowanie wykresu funkciji (2)

Przyktad 1 M
‘ . z dlaze (_2: 1> Zauwaz, ze dziedzina
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = funkeji f jest przedzial
2 dlaze(1;5) (—2; 5).
AEEREN mam Eo LYY I
I X o 1 X i X
Fragment wykresu Fragment wykresu Wykres funkcji f

funkcji fdlaz € (—2;1) funkcji f dla @ € (1;5)

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f.

J f( J. —-1 dlaxe {—2; l} i 1 dla x € (—3; —1)
el xIr) = C X
2 dlaxe(l:4) —r dlax e (—1:4)

-2 dla z —4: -2
b) f{:tr}:{ - By

x dlazé€e(—o0;l)
r dlaxze(-2;3) 3

dla z € (1;00)

Przyktad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji TR
f:R — R danej za pomoca wzoru f(x) = |z|. R

W tabeli podano wartodci funkcji f dla wybra-
nych argumentow.

ol 1 X

Tabele taka nazywamy tabelg wartosci funkcji.
. o o o —z dlaz € (—oc;0)

Wzér tej funkeji mozna zapisa¢ w postaci: f(x) =

x dlax € (0;00)
Cwiczenie 2
Sporzadz tabele wartosci funkcji f: R — R dla calkowitych argumentéow z,
takich ze |x| < 3. Naszkicuj wykres tej funkeji i zapisz jej wzor bez uzycia
symbolu wartosci bezwzgledne;j.

a) flz)=|2x| b) f(z) = |3z| c) f(z) = |3z d) f(x) = —|x]
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Z wykresu funkcji mozna czasem odczytac¢ war-
tosc¢, jaka przyjmuje ona dla danego argumentu.
Zauwazmy, ze dla argumentu x istnieje doklad-
nie jedna wartosé¢ y taka, ze punkt (z,y) nalezy
do wykresu funkeji f.

Przyklad 3 ANEE B
Z podanego obok wykresu funkcji f odcezytaj jej - : .

wartoéci dla argumentéw & = —1 oraz @ = 2. ﬁ I:() —

Dla # = —1 odczytujemy f(—1) = 2. T IN#

Dla x = 2 odezytujemy f(2) = —1.

Cwiczenie 3

Wykresem funkeji f:R — R jest prosta przechodzaca przez punkty A i B.
Naszkicuj ten wykres i odczytaj z niego wartosci funkcjidlaz =1idlaxr =7,
a) A(—3,-1), B(5,3) b) A(3,0). B(5,—3)

Dokladne odezytanie wartosci funkeji z wykresu moze by¢ trudne lub niemoz-
liwe. Wartos¢ funkcji dla danego argumentu jestesmy w stanie wyznaczyc¢. gdy
Znamy jej wzor.

Przykiad 4

Oblicz wartodci funkcji f(xz) = z* + 3, g(x) = 5a? — 6z i h(z) = 2° — 1 dla

argumentu x = 2. Czy punkt P(2,7) nalezy do wykresu ktoérejs z tych funkcji?

Obliczamy wartosci tych funkeji dla z =21 punki o danych wspotrzednveh na-

f(z) T - N K |‘:"'E,.v do u-'}-'l-;ll':"m‘i rl:llll'{['lii Y= fl(x), je-
_r .92 9—920—12 =8 éli po wstawieniu jego wspdélrzednych

9(2) =5:2°-6-2= - - odpowiednio w miejsca z i y do wzorn

.-Ii-(Q} =P -1=8-1=T funkeji otraymamy rownose.

Zatem punkt P nalezy do wykresu funkeji f oraz do wykresu funkeji h.

Cwiczenie 4
Sprawdz, czy punkt P nalezy do wykresu funkeji f: R — R.
a) f(z) =322 +1, P(~2,~11) b) f(z) = —2? -z, P(~1,0)

Czy wiesz, ze...

Szwajcarski matematyk Leonhard Euler [czyt. ojler] (1707-1783) jako
pierwszy do opisu wartosci funkeji uzywal oznaczenia f(x). Podana przez
nas definicja funkcji zostala sformulowana dopiero w polowie XIX wieku
przez niemieckiego matematyka Petera G.L. Dirichleta (1805-1859).

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)
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Funkcja kazdemu argumentowi x przyporzadkowuje tylko jedna wartosé y,
wiec do wykresu funkeji nie moga naleze¢ dwa punkty o tej samej odcietej.

Przykiad 5 bt L 13
Okrag (rysunek obok) nie jest wykresem funkcji. NGB
gdyvz mozna wskazac takie liczby o, ktéorym odpo-
wiadaja dwie rozne wartosci yy, 42, np. dla @ = 3
mamy y; = —4 i y; = 4. Jest to sprzeczne z defini-

cja funkeji.

Zadna prosta pionowa (réwnolegla do osi QYY) nie przecina wykresu funkeji
w wiece] niz jednym punkcie.

Zadania

1. Czy na rysunku przedstawiono wykres funkeji? Odpowiedz uzasadnij.

2. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(x) = || o podanej dziedzinie D.

a) D={-3,-2,-1.0,1,2,3} b) D = (—4:4) c) D= (-2;0¢)

3. Dana jest funkcja f: R — R. Ktéry z punktéw P(—1,—5), Q(2, —9) nalezy
do wykresu tej funkeji?

a) flx)= —'g-.?_.' -6 b) f(x)=—4z*+ 2 ¢) flz) = z° — 42?

4. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla @ = —4 oraz dla x = 4.

y oern ) -1 dlaz € (—o0;-2) )z dlaz € (—o0;0)
®) 1i2) —{ 3 dlaze(—2;00) o). 448} = { 2z dla x € (0;00)

5. Naszkicuj wykres funkcji f. Podaj jej wartosci dla x = 1 oraz o = 3.

-3 dla z € (—o0; —2) 2 dlaz € (—o0;—2)
a) f(x) =< a dlaze(—2;4) b) f(x) =< |z| dlaze€ (-2;2)
4 dlaz € (4;00) 3 dlaze(2;00)
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Inne przyktady wykresow funkcji

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R okreslonej za T 7

pomoca wzoru f(x) = z°.

Aby naszkicowa¢ wykres funkcji f(z) = x*, spo-
rzadzamy tabele jej wartosci dla wybranych argu-
mentow.

¢ |-3|-2/-1/-2/ 0|3 1|2 3
fl@)| 9 (4|1 |3 |0|z|21]|4]|09
Wyznaczone punkty zaznaczamy w ukladzie wspol- W
rzednych i laczymy je krzywa, jak na rysunku T s TR _
w ten sposob otrzyvmujemy wykres funkeji f. Wy- . = .,
I 1 X

kres ten nazywamy parabolj.

1. Naszkicuj wykres funkcji danej wzorem f(z) = 2% o podanej dziedzinie D.
Skorzystaj z wykresu z przykladu 1.

a) D=(-2;2) b) D = (1;3) c) D = (0;00)

2. Dziedzing funkcji f jest zbiér {—2, —1, —%, 0, %, 1,2}. Przedstaw te funkcje
za pomoca tabeli i grafu, a nastepnie narysuj jej wykres.
a) f(z) = —2? b) f(z) = 22* c) f(z) = 3a?

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkeji f: R\{0} — R okre-

$lonej wzorem f(x) = 2.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkcji f(x) = %

sporzadzamy tabele jej wartosci dla wybra-
nych argumentéw (zwr6é¢ uwage na to, ze

liczba () nie nalezy do dziedziny funkcji, ani
nie jest wartoscia dla zadnego argumentu).

z | -4|-2/-1 -} 1|24

1
2 | 2| #|
flo)|-s[-1|-2|-4| 4|2 |13

Wyznaczone punkty zaznaczamy w ukladzie wspolrzednych 1 odpowiednio je
laczymy — w ten sposob otrzymujemy wykres funkeji f (sklada sie on z dwéch
osobnych galezi). Wykres ten nazywamy hiperbola.

Inne przykiady wykresow funkgji



4.4. Monotonicznos¢ funkcji

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f. Zauwaz. ze wiekszemu
argumentowi odpowiada wigksza warto$¢ funkeji.

Definicja
¥
Funkcje f: X — R nazywamy rosnaca, jesli
dla dowolnych argumentéw x;,x, € X spel- f(z2)
niony jest warunek: Fz1)
jesi @ < @, to f(z1) < f(as) e

@

D] Przykiad 1
Wykaz, ze funkcja f:R — R dana wzorem f(x) = 1 — 4 jest rosngca.

Zalozmy, ze 1,15 € R sa dowolnymi argumentami, takimi ze x; < x».

Wowezas: 1

’ 1
,2.1.] <

2
1 L
54 —4 < ELLQ—LI

Wi

Zatem f(x,) < f(x2) dla dowolnych x;, 25 € R, takich ze x; < x5, co oznacza,
ze funkcja f jest rosnaca.

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f. Zauwaz, ze wiekszemu
argimentowi odpowiada mniejsza wartos¢ funkcji.

Definicja V4

Funkcje f: X — R nazywamy malejaca, jesli
dla dowolnych argumentéw xz,,x, € X spel-
niony jest warunek:

jesli xy < @y, to fay) > f(x2)

0] Przyktad 2
Wykaz, ze funkcja f: (0;00) — R dana wzorem f(x) = ;' jest malejaca.

Zalézmy, ze xy, 25 € (0;00) sa dowolnymi argumentami, takimi ze z; < z,.

Wowezas:
4oy < dao [i (31 - 22)
4 4 Dzielenie obu stron nieréwnodci przez x; - 22 nie
To T zmienia zwrotu nierdwnosei, egdvz ¢y - 22 > 0.

Zatem f(xz3) < f(z;) dla dowolnych z,,z, € (0:00), takich ze z; < xs, co
oznacza, ze funkcja f jest malejaca.
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[b] Cwiczenie 1

Uzasadnij, ze:

a) funkcja f:R — R dana wzorem f(z) = —2z + 6 jest malejaca,

b) funkcja f:(0;00) — R dana wzorem f(z) = —2 jest rosngca,

¢) funkcja f:(—oc:0) — R dana wzorem f(x) = —% jest rosnaca.

Definicja

Funkcje f : X — R nazywamy stala, jesli dla dowolnych argumentow
xy, 9 € X prawdziwa jest réwnodé: f(a;) = f(xa).

Na ponizszych rysunkach przedstawiono wykresy funkcji stalych.

M EEE 7y ] Yy b

f:R—=R, f(z)=3

f:(—2:4) = R, f(z) =2

Definicja
Funkcje f: X — R nazywamy niemalejaca,
jeshi dla dowolnych argumentow @y, x5 € X / =

spelniony jest warunek:

jesli y < @3, to fxy) < flz
. : ’ fl@) < flz) Przyklad funkeji niemalejacej

Cwiczenie 2
Czy na ponizszym rysunku przedstawiono wykres funkeji niemalejacej?

£ H g i h

Definicja
‘ : X
Funkeje f: X — R nazywamy nierosnaca,
jesli dla dowolnych argumentéow x;,x, € X : >
spelniony ] : : 0 F X
spelniony jest warunek:

jesli @y < @9, to f(xy) =2 flx
. ! 2 to f(21) > f(=2) Przyklad funkeji nierosnacej

4.4, Monotonicznodé funkcji 167 I



Cwiczenie 3 N
a) Naszkicuj wykres funkcji nierosnacej B
f:(=5:5) — R, tak aby nalezaly doniego |
cztery sposrod punktow A-F. : i

nalezaly do niego cztery spoéréd punktéw U T
A-F7

Uwaga. Kazda funkcja malejaca jest funkcja nierosnaca, a kazda funkcja ro-
snaca jest funkcja niemalejaca. Funkcja stala jest zaréwno funkcja niemalejaca
jak i nierosnaca.

Definicja

Funkcje rosnace, malejace, nierosnace, niemalejace i stale nazywamy funk-
cjami monotonicznymi.

Przykiad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji
f: R — R okreslonej wzorem f(z) = 1a?.
Funkcja f rozpatrywana w cale] swojej
dziedzinie nie jest monotoniczna. Jest to :
funkecja przedzialami monotoniczna. 412 g

W przedziale (—o0;0) funkcja f maleje, a w przedziale (0;0c) — rosnie. Prze-
dzialy te nazywamy przedzialami monotonicznosci tej funkeji.

Przyktad 4

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji
f:(—=00;0) U (0:00) — R danej wzorem
f(2) = 1. Funkcja ta jest malejaca w kaz-
dym z przedzialéw: (—00;0), (0: c0).

Jednak funkeja f nie jest funkeja malejaca
w zbiorze (—oc;0) U (0;00). Na przyklad
dla pary argumentéw x,, r,, mamy:

Ty <221 flz1) < f(xe)

Cwiczenie 4
Naszkicuj wykres dowolnej funkeji, ktora jest przedzialami rosnaca, ale nie
jest funkcja monotoniczna.
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Zadania

Dany jest wykres funkeji f: (—=3;6) — R. Podaj przedzialy monotonicz-

nosci tej funkeji.
¥t 1 L L Ly

Na rysunku przedstawiono wykres funkeji
f:(=5:4) — R. Podaj jej przedzialy mo-
notonicznosci. Ktore z ponizszych zdan sa

prawdziwe?

A. Funkcja f jest nierosnaca w (—4;2).
B. Funkcja f jest niemalejaca w (—5; —2).
C. Funkcja f jest niemalejaca w (2;4).

Naszkicuj wykres funkeji f: (—5;6) — R spelniajacej warunki:

a) f roénie w (—5; —1) i w (3;6) oraz maleje w (—1;3),

b) f jest stala w (0;4), rosnie w (4;5), maleje w (—5:0) i w (5:6).

Dany jest wykres funkeji f: (—4;5) — R. Uzasadnij, ze funkcja ta nie jest
monotoniczna. Podaj przedzialy monotonicznosei tej funkeji.

Przeczytaj podany w ramce przy-
klad. Wykaz, ze funkcja:

a) f:(—oc;0) — R dana wzorem
f(x) = 62 + 1 jest malejaca,

b) f: (—oc;0) — R dana wzorem
flx)= % — 2 jest rosnaca.

c) f:(0:00) — R dana wzorem
f(x) = —8x* 4 6 jest malejaca.

Wykaz, ze funkcja f: (0;0c) — R da-
na wzorem f(x) = %;1:2 jest rosnaca.
Niech x;,x2 € (0;00) oraz x; < xs.

fwa2) — flz1) =

1a
= (2 — 1) (w2 + 21)

o — a1 = 0120+ 17 = 0, zatem

flxa)—flx1) > 0, czyli f(x2) > f(x1).

Oznacza to, ze funkeja f jest rosnaca.

4.4, Monotonicznosé funkcji
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4.5. Odczytywanie wiasnosci funkciji
z wykresu (1)

M Odczytywanie dziedziny funkcji

Dziedzina funkcji y = f(x) to zbiér wszystkich argumentéw x. dla ktérych
funkcja jest okreslona. Dziedzine funkcji f oznaczamy przez D Iub Dy.

Przykiad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f. Jej dziedzina jest zbior:

D= (-6;-3)U(—2:3)
Na rysunku zostal on zaznaczony na osi
OX kolorem niebieskim.

Cwiczenie 1
Z wykresu funkeji f odczytaj jej dziedzine.

a)ﬁ?::fy“fé:=é]J}E;E:Y‘

B Odczytywanie zbioru wartosci funkciji

Z wykresu funkeji mozna odezytac nie tylko wartosé, jaka ta funkcja przyjmuje
dla danego argumentu, ale takze zbior wszystkich liczb, ktore sa wartosciami
tej funkeji. Zbior ten nazywamy zbiorem wartosci funkeji.

Przykiad 2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: (—4:6) — R. Odezytaj z niego
f(=4), f(=2), f(1) i f(3) oraz zbiér war-
tosci funkeji f.

Z wykresu odezytujemy wartosci funkeji:
f(=2) =1, f(=2) =3, f(1) = 4i f(3) = 2.
Wartosciami funkcji f sa wszystkie liczby y spelniajace warunek 1 < y < 4.
Zatem zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (1;4).
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Definicja
Zbior wartosci funkcji f: D — Y to zbior tych wszystkich y € Y. dla kto-
rych istnieje taki argument z € D, ze f(z) = y.

Zbior wartosci funkeji f oznaczamy przez f(D) lub f(Dy).

Przyktad 3

Z wykresu funkeji f odczytaj jej zbior wartosci.

Przy odczytywaniu zbioru wartosci funkeji wy-
godnie jest poprowadzi¢ odpowiednie proste po-
ziome (réwnolegle do osi OX).

Zbior wartosci f(D) = (—3;—2) U {(—1;6) zostal
zaznaczony na osi QY kolorem niebieskim.

Cwiczenie 2
Linia ciagla narysowano wykres funkeji f(z) = 413{2 o dziedzinie D. Odczytaj
z wykresu zbior wartosci funkeji f.

a) D = (2:4) b) D = (~2;4) ¢) D = (—c0;4)
i : E - [ : : : g - ] : ! | -
A
—0

Cwiczenie 3

Na rysunkach przedstawiono wykresy funkcji f, g i h okreslonych w przedziale
(—3:4). Najmniejsze wartodci kazdej z tych funkeji podano pod wykresami.
Odezytaj ich najwieksze wartosci. Dla jakich argumentéw sa one przyjmo-

wane”’
AN
1 : ‘ . : ' ' s
Najmmiejsza wartos¢ funkcji Najmniejsza wartos¢ funkcji Funkeja fi nie przyjmuje
[ jest rowna —3. Jest ona g jest réwna —2. Jest ona najmniejszej wartosci.
przyjmowana dla x = 2. przyjmowana dla @ = —3.

4.5. Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu (1)



Przykiad 4 LYY
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f(z) = N
o dziedzinie D = R. \..
Zbiorem wartosci funkeji f jest przedzial (0; oc).

Najmniejsza wartos¢ funkeji f réwna 0 jest przyjmowana
dla x = . Funkcja f nie przyjmuje wartosci najwiekszej. 01 X

ol B

Zadania

1. Odeczytaj z wykresu funkeji f jej dziedzine, zbior wartosci, najmniejsza
wartosc 1 najwieksza wartos¢ oraz argumenty, dla ktérych sa one przyjmo-
wale.

a) d) i t.i i ¥

b)
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. Narysunku obok przedstawiono wykres funk- ¥
cji f: R — R danej wzorem f(z) = sz+1. Po- ' ’
daj zbiér wartosci funkeji danej tym samym : R
wzorem, jesli jej dziedzina jest zbidr D. o1 X
a) D =(-4;4) b) D=(—-4;-2)U{0;4) ¢) D={—4;0)U(2;4)

. Naszkicuj wykres funkeji f(x) = %I +3 o dziedzinie D. Odczytaj z wykresu
zbior wartosci tej funkceji.
a) D = (—4;6) b) D= (—4;0) U (2;4) ¢) D= (—4;-2)U(4;6)

. Funkcja f dana jest wzorem f(x) = 2z — 4. Podaj jej dziedzine, jesli zbi6r
wartosci jest rowny:

a) (=3:4),  b) (-22U(Z), o U} d) {0,2,3).
. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-

cji f: R — R danej wzorem f(z) = |z|— 2.
Dla funkeji g danej tym samym wzorem podaj

wartosci najwieksza 1 najmniejsza oraz argu-
menty, dla ktorych sa one przyjmowane, jesli
dziedzing tej funkceji jest zbior:

a) D= (—4;-1), b) D = (-3;4), ¢) Di= (—2;.30).

. Naszkicuj wykres dowolnej funkcji f: (—2;6) — R, ktorej zbior wartosei
jest rowny:
a) {—2;6), b) (—4;0) U (1;4), c) (—2;3)U {5}, d) {0,4}.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkeji f:(0;00) — R danej wzorem f(z) =/,
sporzadzono tabele wartosci tej funkeji dla wybranych argumentow.

- BB EEE N
Odczytaj z wykresu, jakie wartosci L : : .
funkcja f przyjmuje dla: a1 1 i 9 F P4 bt oiX

a) ze (1), b)ze(dl), o ze(®9), d) oe(2k6l).

Na podstawie odpowiedniej tabeli wartosci funkeji naszkicuj wykres funk-
cji f:R — R danej wzorem f(x) = /x. Jakie wartodci funkcja f przyjmuje
dla argumentéw z przedzialu:

a) (0:1), b) (0;8), c) (—8;1), d) (—8;00)7

4.5. Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu (1)



4.6. Odczytywanie wiasnosci funkcji
z wykresu (2)

Na podstawie wykresu funkecji mozemy podac
argumenty, dla ktorych funkcja przyjmuje dana
wartosé. Zwroc uwage, ze funkcja f, ktorej wy-
kres przedstawiono obok, przyjmuje wskazana
rartosc y dla dwoch argumentow: 1 x,.

Przykiad 1

Dany jest wykres funkcji f: R — R. Odczyta],
dla jakich argumentow funkcja f przyjmuje war-
tos¢ 3 oraz podaj jej miejsca zerowe.

Rysujemy prosta y = 3. Przecina ona wykres ———1 | ——1 ————
funkeji w punktach (1,.3) i (5,3). Zatem funk- e e
cja f przyjmuje wartos¢ rowna 3 dla = = 1

1=

ivdy 1

Miejscami zerowymi tej funkeji sa liczby 2 1 4.

Cwiczenie 1
Na podstawie wykresu funkeji f: (—4:4) — R podaj jej miejsca zerowe oraz

te argumenty x, dla ktorych spelnione jest rownanie f(x) = 2.

B v gt pat Pliroam g ey oy

0 '
Przykiad 2 | :
Dany jest wykres funkeji f: (1;8) — R. Odezytuje- : s
¥ 5 FRE | e
—réwnanie f(x) = 0 jest spelnione dla xr = 1, 0 : )i:

T =3,%==3
nierownos¢ f(x) > 0 zachodzi dla x € (1:3),
nieréwnos¢ f(x) < 0 zachodzi dla x € {1} U (3:8).
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Cwiczenie 2
Z wykresu funkecji f odezytaj jej miejsca zerowe, zbior rozwigzan nierownosci
f(z) > 0 oraz nieréwnosei f(x) < 0.

a) 1 L LYy i1 b

Przyktad 3
Na rysunku przedstawiono wykres funkcji f: R — R okreslonej wzorem:
2 dlaz e (—o0;-2) FRNEN
f(z) =4 |z| dlaze (—2:4) -
3 dlaze (4;00)
Odeczyta) z wykresu zbiér rozwiazan nieréwno-
Sci f(x) > 2 oraz nieréwnodci f(x) = 2

Nieréwnos¢ f(x) > 2 jest spelniona dla @ € (2;00), a nieréwnosé f(x) =
zachodzi dla x € (—o00; —2) U (2: 0).

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. Odezytaj z niego rozwiazanie réwnania:
o f(x) = 3 i zbiér rozwiazan nieréwnosci f(x) > 3,

f(z) =11 zbiér rozwiazan nieréwnosei f(z) < 1.

5 dlazxz e (—o0;—5) 1 dlaze (—oo;—1)
a) f(x) =< |z| dlaze€ (-5;3) b) f(x) =1 |z| dlaze (-1;1)

1 dlaxe (3;00) 3 dlaze (1;00)
Przykiad 4
Rozwiaz graficznie réwnanie $2” = |z| oraz nieréwnosé¢ ta* < |z|.
W jednym ukladzie wspolrzednych szkicujemy  \ = Yt

wykresy funkeji f(z) = 12 i g(x) =
Z wykresow odczytujemy:

st =|z|dlaz=—-4,2=02=4
13? < |z| dla = € (—4;0) U (0; )

Cwiczenie 4
Odczytaj z wykresow funkeji f(z) = t2% i g(z) =

nie nieréwnosci 1 > |z|.

4.6. Odczytywanie wiasnosci funkcji z wykresu (2)



Zadania

1. Z wykresu funkcji f: (—4;4) — R odczytaj jej miejsca zerowe oraz zbiory

rozwiazan nieréwnosci f(xz) > 01 f(x) = 0.

a) c)
L ONLZ X T e

Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f:R — R.

z wykresu rozwiazanie rownania:
a) f(x) = 0 oraz zbiér rozwiazan nieréw-
nosci f(x) > 0,

b) f(x) = 2 oraz zbior rozwiazan nieréw-

b

nosci f(x) = 2,
¢) flax) = 3 oraz zbiér rozwiazan nieréw-
nosci f(x) < 3.

Naszkicuj wykres funkcji f: R — R. a nastepnie odczytaj z niego rozwia-
zanie rownania f(x) = 1 oraz zbior rozwiazan nieréwnosci f(z) = 1.

(4 dla z € (—oo; —4)
dla z € (—4:1)

5 dlaz € (1;00)

a) f(z)=

dla z € (—o0; —4)
dla z € (—4;2)
4 dlaz € (2;00)

b) f(z) = «

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funkeji
f(z) = 2% i g(x) = x. Odezytaj z wykreséw:

a) rozwigzanie rownania r* = x,
b) < g(z),

¢) zbiér rozwiazan nieréwnosci f(z) = g(x).

zbibér rozwiazan nieréwnosei f(z)

c) fla) =1

d) f(z) = ¢

s !
|2z
2
(0
12|
e

dlaz € (—o0;—2)
dla r € (—2:2)
dla z € (2;00)
dlaz € (—o0; —2)
dla z € (—2;1)
dla z € (1;00)

Y

a) Rozwiaz graficznie réwnanie x* = |2z| i nieréwnosé z* < |2xz|.

b) Rozwiaz graficznie réwnanie 2% = 2 — x i nieréwnoéé¢ z°2 > 2 — z.
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Wykresy jako nosnik
Informacji finansowych

Wiele informacji finansowych jest prezentowanych w postaci wykresow.
Ponizej przedstawiono zmiany kursu franka szwajcarskiego w stosunku do
zlotego w okresie od 2 stycznia do 29 grudnia 2017 r. Taki wykres sklada sie

z bardzo wielu punktow odpowiadajacych kursom franka w kolejnych dniach -
zwyczajowo laczy sie je odcinkami. Poprawia to czytelnosc wykresu.

08 pionowa
— ceny

4155 Badaniem zachowan rynku

4 na podstawie analizy wykresow
3,95 finansowych zajmuije sie

385 analiza techniczna.

3,65
36 08 pozioma
02.01 02.02 02.03 02.04 02.05 02,06 02,07 02.08 02.09 02.10 02.11 02.12 - czas
Zrédlo: http://www.nbp.plihome.aspx ?f=/statystyka/kursy.html dzier

Bl Na rysunku przedstawiono ceny akcji spotki X
(kolor czerwony) | spotki Y (kolor niebieski)
na koniec kolejnych miesiecy 2018 roku.

a) Jaki jest najwiekszy mozliwy zysk przy
zakupie i sprzedazy po 3 miesiacach
jednej akcji spotki X, a jaki — spdtki Y?

b) Jaka jest najwieksza mozliwa strata przy , b RS - i

zakupie i sprzedazy po 5 miesiacach jednej i
akcji spotki X, a jaka — spotki Y7 iu '"‘
I
t ||||i

T

T
T
T

cena [z] |I ] /__/ .
130 _

120. - gl
1104 | . | . — =

1004
a0 4
a0 4
70 4
60
50 4
40




4.7. Przesuwanie wykresu
wzdtuz osi OY

Przykiad 1
Na rysunkach ponizej przedstawiono wykresy funkcji: y = #:r. ; =

oraz y = f}:.‘i.‘g — 3.

Wykresy funkeji: y = $2* 421y = $2°—3 mozna otrzymac przez przesuniecie

wykresu funkeji y = %:;72 wzdluz osi OY o odpowiednia liczbe jednostek.

Twierdzenie
Wykres funkeji y = f(x) 4+ ¢ dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(x) o g jednostek w gore wzdluz osi OY.

Wykres funkcji y = f(x) — g dla ¢ > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkeji y = f(x) o g jednostek w dét wzdluz osi OY'.

Przyktad 2 ropebisncd ;1 I
Jesli przesuniemy wykres funkeji y = -,;—J '
0 2 jednostki w gore, to otrzymamy wy-

kres funkcji y = %;L‘ +-2:

Jesli przesuniemy wykres funkcji y = %.‘r

o 3 jednostki w dol, to otrzymamy wy-
bl - Lo

kres funkeji y = s — 3.

Cwiczenie 1

Stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkeji y = ||, naszkicuj wykres
i podaj zbior wartosci funkcji:

a) y=|z|+2, by=|z[-2, <) y=|e|=-3, d)y=Iz|+3
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Zadania

Dany jest wykres funkeji y = f(x).
Naszkicuj wykres funkeji g i podaj
jej zbior wartosci.

a) g(z) = f(x) +2

b) g(z) = f(x) —2

) 9(z) = f(z) 3

Naszkicuj wykres funkcji f. a nastepnie wykresy funkeji g(x) = f(x) + 1
oraz h(z) = f(x) — 2. Podaj zbiory wartosei funkcji f, g i h.

2 dlaz € (—oc;—1) 1 dlaz € (—o0; —2)
a) f(z) =4 [22] dlaze(-1;2) b) f(z)=< |32| dlaze (-2;2)
4 dlaz € (2;00) 3 dlaz e (2;00)

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |z|, a nastepnie naszkicuj wykres funkeji
g(x) = |z| + a. jesli wiadomo, ze:
a) zbiorem wartodci funkeji g jest przedzial (1:00),

b) miejscami zerowymi funkcji g sa liczby —4 i 4.

lz| dla z € (—3;3)

Dana jest funkcja f(z) = { 3 dls & e {—00:—3) {3 60)

Naszkicuj wykresy funkeji f oraz funkeji g(x) = f(x) +a takiej, ze podane
rownanie ma dokladnie jedno rozwiazanie.

a) g(z) =5 b) g(z) = —4

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- \ Yt i
cji y = x* (kolor niebieski) oraz wykresy funk- B\ Y/
cji f1g (kolor czerwony). Podaj wzory funkcji
fig.

Naszkicuj wykres funkeji ¥y = 2%, a nastepnie
wykres funkeji f. Podaj liczbe rozwiagzan row-
nania f(z) = m w zaleznosci od parametru m.
a) f(z) =2 +2 c) flz)=22-3
b) f(a) =a? -1 d) f(z)=2*-9

Dla jakiej wartosci wspélezynnika a wykres funkeji f(x) = 3|z| + a wraz
z osia OX ogranicza trojkat o polu réwnym: a) 8, b) 987

4.7. Przesuwanie wykresu wzdluz osi QY
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4.8. Przesuwanie wykresu

wzdtuz osi OX
Przykiad 1

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = x
oraz y = (xr — 2)?, a ponizej tabele wartodci tych
funkeji wykorzystane do ich naszkicowania.

2

T -3(-2|-1| 0 1 2 3
g 9 | 4 1 0 1 4 9

x {2 | 28|43
y=(z—-22| 9 | 4|1 0|1 4]09

1 L

Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (2—2)% mozemy otrzymac przez przesuniecie
wykresu funkeji ¥y = 2° o 2 jednostki w prawo wzdluz osi OX.

Przyktad 2

Na rysunku przedstawiono wykresy funkcji y = a?
oraz y = (x + 3)°, a ponizej tabele wartosei funkeji
y=(x+3)%

T —-6|—-5|—-4|-3 | -2|-1|0
y=(z+3)*| 9 | 4 | 1 0 | 1 4 | 9
Zauwazmy, ze wykres funkcji y = (x + 3)° mo-

zemy otrzymac przez przesuniecie wykresu funkeji
y = 2% 0 3 jednostki w lewo wzdluz osi OX.

Twierdzenie
Wykres funkcji y = f(z — p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w prawo wzdiuz osi OX .

Wykres funkeji y = f(x + p) dla p > 0 otrzymujemy przez przesuniecie
wykresu funkcji y = f(x) o p jednostek w lewo wzdiuz osi OX.

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji g. stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funkcji
f(x) = |z|. Podaj miejsce zerowe funkcji g.

a) glay=le~1] blgle)=le+2 oale)=lz+3 dg)=lz—4
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Przykiad 3

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
{'ji f: (—4:4) — R. Naszkicuj wykres funkcji

= f(x-3)i
Wykres funkcji g(z) = f(x—

przesuwajac wykres funkcji y = f(x) o 3 jed-
nostki w prawo.

podaj jej dziedzine.

3) otrzymujemy,

Dziedzina funkcji g jest przedzial (—1;7).

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji g, stosujac odpowiednie przesuniecie wykresu funk-

cji f z przyktadu 3. Podaj dziedzine funkeji g
a) g(z) = f(z —2) b) g(x) = f(x +3)

Zadania

¢) g(z) = f(a+4)

1. Naszkicuj wykres funkcji f(z) =

x?, a nastepnie stosujac odpowiednie

przesuniecie, naszkicuj wykres funkcji g. Podaj jej miejsce zerowe.

a) g(z) = (z — 1) b) g(z) = (x + 1)

2. Naszkicuj wykres funkcji f(z) = |2z,
przesuniecie, naszkicuj wyvkres funkcji g.
a) g(z) =[2(z=3)|  b) g(z) = |20 — 4

3. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f: (—4;:3) — R. Naszkicuj wykres funkcji g
i podaj jej dziedzine.
a) g(x) = f(z—2) c) ¢ (tJ
b) g(z) = f(z - 3) d) g

g(x) = (@

+ 2)2

a nastepnie stosujac odpowiednie

g(z) = |22 + 6|

4. Miejscami zerowymi funkeji f(x) = 2® — 4x sa liczby: —2,0, 2. Podaj miej-

sca zerowe funkcji g

a) g(z) = (z—3)* - (T’—J) b)

glz) =(z+5)°—4(z +

5)

5. Dla jakiej wartosci wspolezynnika a liczba xy jest miejscem zerowym funk-

cji f7 Naszkicuj wykres funkceji f.
a) f(z) = |3z +al,

p e 1
Lo =3

b) f(z)=|iz+a|, zg=-4

4 8. Przesuwanie wykresu wzdluz osi OX
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4.9. Wektory w ukfadzie wspotrzednych

Intuicyvinie wektor to odcinek z wyrdéznionym poczat- Yt T 4 i i B

kiem i koncem, czesto rysowany jako strzatka. Wektor
o poczatku A i koficn B oznaczamy AB. Ld
Wektor AB (rysunek obok) mozemy okresli¢, podajac 4]
wspolrzedne poczatku wektora A(1,1) i wspélrzedne . _ : .
konica B(5,4). o 1.1 ¢+ 131X
Punkt A bedacy poczatkiem wektora AB nazywamy tez punktem zaczepienia
wektora, a o wektorze AB mowimy, ze jest zaczepiony w punkcie A.

Cwiczenie 1
Narysuj wektor AB.
a) A(—3,2), B(4,-1) b) A(2,2), B(—1,5) c) A(6,3), B(6,—1)

Wektory sa wygodnym sposobem opisu przesunigcia  yy
w ukladzie wspolrzednych., Zauwazmy, ze przesunie-
cie o wektor AB (rysunek obok) oznacza przesuniecie
0 5 jednostek w prawo i 2 jednostki w gore. Zapisujemy
to nastepujaco: AB = [5,2].

Twierdzenie

Dowolny wektor w ukladzie wspélrzednych zapisujemy jako pare liczb

la,b]. W przesunieciu o wektor [a, b]:

— wspolrzedna a okresla, o ile jednostek nastapilo przesuniecie w poziomie
(wzdhuz osi OX) w prawo, jesli a > 0, lub w lewo, jesli a < (;

— wspolrzedna b okresla, o ile jednostek nastapilo przesuniecie w pionie
(wzdluz osi OY) w gore, jesli b > 0, lub w dél, jesli b < 0.

Przykiad 1

Na rysunku obok:
AB =[4,3], CD = [-3,0],
EF =[0,4], KL=[-2,-1].

Cwiczenie 2
Korzystajac z rysunku obok,

podaj wspolrzedne wektora:

a) GH, b)IJ, <) MN.
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Cwiczenie 3
Zaznacz w ukladzie wspélrzednych punkty: A(—2,3), B(3,4), C(6.3), D(3,1),
E(—2.-2). Podaj wspdlrzedne wektorow:

a) BC i BE, b) AC i AE, ¢) AB i BA, d) BD i DA.

Dane sa punkty A(z4,y4) i B(xp.yp). Wspblrzedne wektora AB okredla
WZOT:

AB = (28 — 2a,y8 — ya]

Cwiczenie 4
Dany jest réwnoleglobok ABCD (rysunek
obok). Podaj wspolrzedne wektorow:

ﬂ')ﬁB‘BA"DC"CD* - e

Zauwaz, 7e jesli wektor AB ma wspdlrzedne la,b], to wektor BA ma wspél-
rzedne [—a, —b]. Zapisujemy to: BA = —AB.
Wektor BA nazywamy wektorem przeciwnym do wektora AB.

Cwiczenie 5
Podaj wspolrzedne wektora przeciwnego do wektora AB, jesli:
a) A(21) i B(3,7), b) A(53,-2) i B(—33,63).

Aby okreslic wektor zaczepiony. podajemy
wspolrzedne jego poczatku i konca. Rozwazamy
rowniez wektor swobodny, dla ktorego poda-

jemy wylacznie jego wspolrzedne [a. b]. Wektory
swobodne oznaczamy zwykle: W, T, W.

Uwaga. Tam, gdzie nie prowadzi to do nieporozu-  Wszystkie wektory na rysun-
mienl, zamiast: ,wektor swobodny” czy ,wektor za- ku odpowiadaja wektorowi
czepiony” mowimy po prostu: .wektor”. swobodnemu @ = [3,1].

Przyktad 2
Trojkat A'B'C” (rysunek obok) otrzymano
przez przesuniecie trojkata ABC o wektor

T = [4,2]. Zauwaz, ze jesli znamy wspol-

rzedne punktow A, B. C i wektor ¥, mo-
zemy wyznaczy¢ wspolrzedne punktow A’

B, C".
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Figure F’ otrzymana w wyniku przesuniecia figury F o wektor 7" nazywamy
obrazem figury F' w przesunieciu o wektor .

Cwiczenle 6 B EEE-S N
Prostokat ABC'D (rysunek obok) przesunieto Ll (N
o wektor ¥ i otrzymano prostokat A'B'C'D'. . X
Oblicz pole czesci wspolnej tych prostokatow. i of 1 | | )ﬁ.
a) T =[-3,2] by w=[44-1] 4|1 B

Zadania

1. Wyznacz wspolrzedne punktu B, majac dane punkt A i wektor AB.

a) A(=3,5), AB = [9,0] c) A(3,2), 4B = [3,-3]

2

b) A(2.2), AB = [-5,—2] d) A(4,—-1), 4B = [-51,1]

2. Wyznacz wqgnéhwgrine punktu A, majac dane punkt B i wektor AB.
a) B(0,4), = [3,4] ¢) B{ 1,2), AB = [14,-15]
b) B(-2,3), A TY?:[—J,Q] d) B(1,4), AB = [-22,—28]
3. Sprawdz, czy wektor @ jest wektorem przeciwnym do wektora AB lub
wektora CD.
a) W= [73,6], A(8,4), B(3,-2), C(35.-2

1
b) ¥ = [-3,24], A(~2,28), B(3,~1), C(v5,

4. a) O jaki wektor nalezy przesunaé¢ odcinek
P(@). aby otrzymacd odcinek P;(Q),?

b) Narysuj obraz odcinka P w przesunigciu
o wektor [2, —2].

c) Narysuj obraz odcinka PQ w przesunieciu /. | B =
o wektor [-2,1]. T

5. Tréjkat A, B,C, otrzymujemy, przesuwajac trojkat ABC o wektor 7. Ob-
licz pole czesci wspolnej tych trojkatow, jesli:
a) A(—5,-3), B(4,-3), C(1,3), 7 = [-2,1],
b) A(—4,-3), B(5,3), C(-1,6), 7 = [-5,-1].

6. Dany jest réwnoleglobok ABCD taki, ze BC = [—4,4], DC = [9, 3] oraz
('(2,4). Wyznacz wspolrzedne wierzcholkéw: A, B i D. Oblicz pole czesci

wspolnej réwnolegloboku ABCD i jego obrazu w przesunieciu o wektor

7 = [3,1].
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4.10. Przesuwanie wykresu o wektor

Przykiad 1

Naszkicuj wykres funkeji y = (z — 2)* + 3.

Wykres funkeji y = o* przesuwamy najpierw o 2 jednostki w prawo wzdluz
osi OX, a nastepnie otrzymany wykres przesuwamy o 3 jednostki w gore
wzdluz osi OY.

i I
£ I. £ i ‘|.
.. . :..t
i, S
: . ki
.................. i
24 VL S 5O o, | 3 L shihidi
LS ¥ T E v :
: £ R G " i e ) SN A 3 F
P 1 i X 0 L O 1 &+ 1 X
Wykres funkeji Wykres funkcji Wykres funkeji
y=z* f) == [;:.-—'2.]2 y:{.tr—:&}‘*+3

Zauwaz, ze wykres funkcji y = (z — 2)* + 3 moze-
my otrzymaé, przesuwajac wykres funkcji y = x?
jednoczesnie o 2 jednostki w prawo i o 3 jednostki
w gore (rysunek obok). Méwimy, ze wykres funk-
c¢ji zostal przesuniety o wektor [2,3] — wektor ten
nazyvwamy wektorem przesuniecia.

Cwiczenie 1

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych wy-
kresy funkcji: f(z) = 22, g i h. O jaki wektor nalezy
przesunac¢ wykres funkeji f, aby otrzymac¢ wykres funkcji h?

a) g(x) =(x—1)% h(z) = (x—1)*—-2 b) g(z) = (x+3)% h(z) = (z+3)*+2

Twierdzenie

Wykres funkeji y = f(x — p) + ¢ otrzymujemy przez przesuniecie wykresu
funkeji y = f(x) o wektor [p,ql.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkeji y = 2° o odpowiedni
wektor. Podaj ten wektor.
2) f(z) = (z—2)? -1

b) f(z)=(x+3)*-2 ¢ flz)=(x+1)*+1
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Zadania

1. Wykres funkeji f otrzymano przez przesuniecie wykresu funkeji y = 2.

Podaj wzor funkcji f oraz wektor przesuniecia.

a) Y

2. Naszkicuj wykres funkeji f. Podaj jej miejsca zerowe i zbior wartosci.
a) flz)=lz+2/+3 b) flz)=|z—2|-3 o) flzx)=|z+1|-

3. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkcji f i g.

a) f )— |2r|—2 ! g(z) -l-r-—1|+1 P LA
4. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- 1 b

cji f:(—2;6) — R. Naszkicuj wykres funk-
cji g. odezytaj jej dziedzine i zbiér wartosci.

Podaj zbidr rozwiazan nieréwnosci g(z) < 0
a) g@) = fz+2)—2 b gla)=Flz—1)+2 o) gz) = flz—2) -4
5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk- ¥} = I
cji f:{0;00) — R danej wzorem f(z) = vz. 4| 7T 1 .
Naszkicuj wykres funkeji g. Podaj jej dzie- _
dzine i zbiér wartosei. ol 1

a) glz)=vVx—14+3 b)glz)=ve+4-2 ¢) glz)=ver+1-1

6. Dziedzina funkcji f jest przedzial (—7;—1), a zbiorem wartosci przedzial
(5:8). Wykres funkcji g powstal przez przesuniecie wykresu funkcji f

o

o wektor 7. Podaj dziedzine i zbiér wartosci funkeji g

=2, 3] b) ¥ = [-3,-5] g) W = [—6%, l3§]

7. Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkeji f danej
wzorem f(x) = |r + 2| — 3. Wyznacz wektor przesuniecia, jesli:
a) glx) = |z — 3|, b) g(z) = |z| + 1, c) glz) =|z+ 3| —4.
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4.11. Przeksztatcanie wykresu
przez symetrie wzgledem
osi uktadu wspotrzednych

Przykiad 1
Naszkicuj wykresy funkcji y = %;rz 1y = —;]I;zr? okreslonych dla = € (—4;4).
W tabeli obok poda- T -4 | =2 =1 0 1 2 4
no wartosci tych funk- y = 122 4 1 1 0 1 | 4
cji dla wybranych ar- 1 E

y=—3z2* -4 -1 -1 0 | -3 -1 -4

gumentow.

Dla poréwnania wykresy tych funkeji
narysowano w jednym ukladzie wspol-
rzednych. Zauwazmy, ze wykresy funk-
cji y = 32?1 y = —4a* sa symetryczne
wzgledem osi OX (jeden jest lustrza-
punktowi
P(x,y), nalezacemu do wykresu funke
y = 2%, odpowiada punkt Q(z,—y
nalezacy do wykresu funkcji y = — s

nym odbiciem drugiego)

J
ks
9

Twierdzenie

Wykres funkeji y = —f(x) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-
kresu funkeji y = f(x) wzgledem osi OX.

Cwiczenie 1
Na rysunku obok przedstawiono
wykres funkcji f oraz wykres tunkcji

glx) = —f(x). Podaj zbioér wartosci
kazdej z tych funkceji.

Cwiczenie 2
Naszkicuj wykresy funkcji f i g oraz podaj ich zbiory wartosci.
a) f(@) = 2| i g(x)=—lal b) f(z) =a? i gla) = —a?
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Cwiczenie 3
Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f: (—6;4) — R. Naszkicuj
wykres funkeji g(z) = — f(x). Podaj zbiory wartosci funkcji f i g.

Przyktad 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 2%, a nastepnie kolejno wykresy funkcji:

glz) = flxz —2), h(z) = fla —2) — 4, k(z) = —[f(x — 2) — 4].
.:*::NY? g ] 1

Linia przerywana zaznaczo- Linia przerywana zaznaczo- Linia przerywana zaznaczo-
no wykres funkeji: no wykres funkeji: no wykres funkeji:
f(z) = 22 glz) = (x — 2)? hiz)=(z—2)* -4
linia ciagla — wykres funkcji: linig ciagla — wykres funkeji:  linia ciagla — wykres funkcji:
g(x) = (z — 2)? hz) = (z—2)* -4 k(z) = —[(z — 2)% — 4]

Cwiczenie 4

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = , a nastepnie kolejno

z dlazx € (—o0;2)
2 dla z € (2; )

wykresy funkcji:
a) g(x) = f(z) =3, h(z)=flz—-2)-3, k(z)=-[f(z-2)-3],
b) g(z) = f(z+3), hlz)=f(z+3)+1, k(z)=—[f(x+3)+1].

Cwiczenie 5 B NN
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji f. i) 1 i
Naszkicuj wykres funkcji g. \

a) g(xr) = —flzx—-1) b) g(z) = —f(z +2)
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Przykiad 3

Na rysunku przedstawiono wykres funkecji f :

(0;00) — R danej wzorem

f(z) = /x oraz wykres funkeji g: (—o0;0) — R danej wzorem g(z) = /—ux.

Zauwazmy, ze: SO S L B
| glr)d dd 1oLt »
g(-1)=f(1)=1 | e wl

9(=3) =f(3) =3 e

X

Wykresy funkeji f i ¢ sa symetryczne wzgledem osi OY — punktowi P(x,y)
nalezacemu do wykresu funkeji f odpowiada punkt Q(—x,y) nalezacy do wy-

kresu funkeji g.

Twierdzenie

Wrykres funkcji y = f(—2) otrzymujemy przez symetryczne odbicie wy-

kresu funkeji y = f(z) wzgledem osi OY.

Przykiad 4

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji y = f(a) (kolor czerwony) oraz wy-
kres funkeji y = f(—x) (kolor niebieski).

Zwroc uwage na to, ze dziedzing funkcji

y = f(z) jest przedzial (—5;3), a dziedzing
funkeji y = f(—x) jest przedzial (—3;5).

Funkcje y = f(x) i y = f(—x) maja takie same zbiory wartoSci.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkeji f. a nastepnie kolejno wykresy funkcji g 1 h.

a) f(z) = lal, g(x) = fx—2), h(zx) = f(~2—2)
b) f(x) =2, g(z)= f(z+2), hi(z) = f(—x+2)
Cwiczenie 7

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji:

r+3 dlaxe (—o0;—2)
flx) = 1 dla z € (—2;-1)

#*  dlaz € (—1;00)

Naszkicuj wykres funkeji g(x) = f(—x) i podaj
jej wzor.
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Zadania

1. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkcji f. Naszkicuj wykres
funkeji g(x) = — f(x) oraz podaj zbiory wartosci funkeji f i g.

a) | b) o ¢)

2. Naszkicuj wykresy funkeji f i g(x) = — f(z). Podaj punkty wspélne tych
wykresow.

a) f(z) = || - 1 b) f(z) = |z] +2 ¢) f(z) =z —2|

3. Na rysunku ponizej przedstawiono wykres funkeji f. Naszkicuj wykres
funkeji g(x) = f(—x) oraz podaj dziedziny funkcji f i g.

a) c)

SRRANE

4. Naszkicuj wykresy funkeji f oraz funkeji g(x) = —f(a) 1 h(x) = —f(—=x).
Podaj wzory funkcji g i h.

—2 dlax < -2 r+2 dlaz< -1
a) flzxy=< = dla-2<z<3 b) flz)=¢ |¢] dla-1<zx<?2
3 dlax>3 3 dla z > 2

5. Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f. Naszkicuj wykres funkcji g oraz podaj jej
dziedzine i zbior wartosci.

2) g(@) = f(=a)  ©) g(z) = f(—a—2)+1
b) g(z) = f(-z+2) d)g(z)=—-f(-z+1)

. 190 4. Funkcije



*4.12. Inne przeksztatcenia wykresu

Przyktad 1
Ponizej przedstawiono wykresy funkcji y = se +11iy = |%.rr + 1].

Zwroé uwage, ze punktowi (—6, —2) nalezacemu do wykresu funkeji y = é—.‘lﬁ'-{-l
odpowiada polozony symetrycznie wzgledem osi OX punkt (—6,2) nalezacy
do wykresu funkcji y = [%r +1

Wykres funkeji y = | f(x)| otrzymujemy przez symetryczne odbicie wzgle-
dem osi OX tej czesci wykresu funkeji f, ktora znajduje sie pod osia OX,
pozostalg czes¢ wykresu zostawiamy bez zmian.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykresy funkeji y = f(z) i y = |f(x)].
a) f(x)=x—-2 b) flx)=—-22+2 ¢) flz)=22-1 4d) f(a)=—-a*+4

Przyktad 2
Naszkicuj wykres funkeji f(z) = |(z — 3)* — 2.
: L GiY¥YE o2 o o G . i i Yt I :
! N, : ; : : : : : i : i i ! ! : : : i
P S 4 I !
\ 1 Yroere o [ SRR AATRUTEE NS R . ror'ory r poepere Sl Lot o LIV LY 1 o)
==l : —
0 @ F X
Po przesuniecin wykresu funkeji y = 2 Nastepnie odbijamy symetryeznie wzgledem osi
o wektor [3,—2] otrzymamy wykres OX fragment wykresu funkejiy = (x — 3)% — 2.
funkeji y = (x — 3)* — 2. ktory znajduje sie pod osiag OX, i otraymujemy
wykres funkeji f(z) = |(xz — 3)2 - 2|.
Cwiczenie 2
Naszkicuj wykres funkcji f.
¥ 2 i %
a) f(z) =|(z+3)° -1 b) f(z) = [lz + 3| -1 ¢) f(z)=|lz| -2
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Przykiad 3
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = (|z| — 2)2.
Skorzystamy z tego, ze:
(|.‘I-'| _ 2)2 _ (—x — 2}2 dla x € (_OC':U} ZHTl_'..mi. j!_ o o
(x—2)* dlaz € (0;00) K= == e S

EEEREREE: BERBEEREREE

W jednym ukladzie wspéhrzednych szkicu- Odpowiednie fragmenty tvch wykresow
jemy wykresy funkeji vy = (& + 2}2 oraz tworza wykres funkeji f(z) = (|| — 253
y=(z—2)%

Zauwazmy, ze wykres funkeji f(z) = (|z|—2)? mozemy tez otrzymac w opisany
ponizej sposob.

) 1 i q 3

10, 0] 1 !
Szkicujemy wykres Dla z = 0 wykresy funk- Wykres funkcji f(x) = (|z] — 2}2

funkeji y = (2 — 2)°. cji fiy= (zx—2)° sie jest symetryczny wzgledem osi OY'.
pokrywaja.

Twierdzenie

Wykres funkeji y = f(|x|) otrzymujemy z wykresu funkcji f, korzystajac
2 tego, ze:

—dla z > 0 (nalezacych do dziedziny) zachodzi réwnosé f(|z|) = f(z).

- wykres funkcji y = f(|z|) jest symetryczny wzgledem osi OY'.

Cwiczenie 3
Naszkicuj wykres funkcji f.

a) f(x) = (e =1)° b) f(z) = (J=[ + 1) c) f(x) = (x| = 3)*
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Zadania

1. Naszkicuj wykresy funkcji y = f(z) i y = |f(2)].
a) flz)= —z2+48 b) flx) =2z -2 e) fix)=—2|z|+2

2. Na rysunku obok przedstawiono wykres B
funkeji f: (—5:5) — R. Naszkicuj wy- 7/
kres funkcji ¢ i podaj liczbe rozwiazan
réwnania g(x) = 1.

a) g(x) = [f(x)| c) g(z) = f(—|z|)
b) g(z) = f(|z[)
3. Na rysunku obok przedstawiono

wykres funkcji f:(—8:4) — R.
Naszkicuj wykres funkcji:

a)y=f(lz]),  b)y=I[f(lz]).

4. Naszkicuj wykres funkeji f.

8) fz)=(le| =3)2 =4 b) f(@)= (o] +2)? <) flz)= (1~ |a])*~4

P XY E |
5. Na rysunku obok przedstawiono A | U O

wykres funkeji f: R — R. Na- e i |

a) g(z) = |f(z - 1) - 2| AR NN
b) g(z) = f(jz| - 1) -2 N

6. Na rysunku obok przedstawiono wy- 31 ¥ d
Lo Rl b B B okrotlong mmn:
rem f(x)= [z], gdzie [x] oznacza naj-
wigksza liczbe calkowita nie wieksza
od = (np. [-33] = —4, [-3] = -3,

[0;22] =0, [3,7] = 3).
a) Naszkicuj wykres funkeji g: R — R
okreslonej wzorem g(x) = x — [x].

%>‘§'1r

b) Dla jakich # € R zachodzi réwnosé
g(lz|) = g(z)? —

7. Naszkicuj wykres funkcji f.

2) f@=-k] b f@=[-2 o f@=k ) f@) =l
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4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna

Przyktad 1
Na rysunku obok przedstawiono wykres funkeji y = 2,
gdzie x > 0. Zwr6é uwage, ze jesli punkt (z,y) nalezy

‘l/' & :
:."

do wykresu tej funkcji. to jego wspolrzedne spelniaja o
zaleznosc¢ x -y = 3. S I ..~ _

Jedynymi punktami o wspolrzednych calkowitych na- ; i
lezacymi do wykresu tej funkeji sa punkty (1,3)1 (3,1). : :

Cwiczenie 1

Funkeje f, g 1 h, ktorych wykresy przedstawiono ponizej, okreslone sa dla
x > 0. Podaj punkty o obu wspolrzednych caltkowitych nalezace do wykresu
kazdej z nich.

x] Yt Vgz)=4 Yt |
0 0 ol 1 X

Definicja
Funkcje postaci y = £, gdzie x > 0 oraz a jest stala dodatnia, nazy-

wamy proporcjonalnoscia odwrotng. Wielkosci x i y nazywamy odwrotnie
proporcjonalnymi. a stala a — wspolezynnikiem proporcjonalnosci.

Jesli wielkosei x 1 y sa odwrotnie proporcjonalne, to ich iloczyn jest staly. Wzor
proporcjonalnosci odwrotnej mozemy réwniez zapisa¢ w postaci @ -y = a.

Czy wiesz, ze...

Dwie masy m; i my umieszczone na rownowazni

w odleglosciach ry 1 75 od punktu podparcia znaj- @ AL

duja sie w réwnowadze, jesli zachodzi réwnosc: = A s
My Ty = Mo Ty

Oznacza to, ze masa 1 jej odleglosé od punktu podparcia sa wielkosciami
odwrotnie proporcjonalnymi. Odkrycie tego prawa (zwanego tez zasada
dZwigni) zawdzieczamy Archimedesowi (ok. 287 r. p.n.e.—ok. 212 r. p.n.e.).
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Przykladem wielkosci odwrotnie proporcjonalnych sa dlugosci o i y bokow
prostokata o ustalonym polu P. Zachodzi wowcezas zaleznosé x -y = P.

Przykiad 2 1N
Rozpatrzmy prostokaty, kazdy o polu réow- : .
nym 12 i dwéch bokach x, y zawartych | Aol | oo
w osiach ukladu wspélrzednych (rysunek A2
obok). Wierzcholki A,, A, A3 i Ay tych : - '
prostokatow naleza do wykresu funkeji
gy = lf’ [ch wspolrzedne (z,y) spelniaja
zaleznosé: x -y = 12. 4 I I I X

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkeji f(x) = 2, gdzie > 0, i narysuj prostokat, ktérego
jeden z wierzcholkéw nalezy do wykresu tej funkeji, a dwa boki zawieraja
sie w osiach ukladu wspoélrzednych. Ile jest rowne pole tego prostokata? Czy
odpowiedz zalezy od wyboru wierzcholka nalezgcego do wykresu funkeji f7

Zauwaz, ze jesli wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne, to wraz ze wzro-
stem jednej z nich proporcjonalnie maleje druga.

Przyktad 3
W tabeli podano, ile kilogramow winogron mozemy kupic za 24 z1 w zaleznosci
od ceny za jeden kilogram.

a — cena [zi] 4 5 6 8 12
y — liczba [kg] 6 | 48 | 4 3 2

Wraz ze wzrostem ceny za kilogram x proporcjonalnie maleje liczba kilogra-

mow winogron y, ktore mozemy kupic.
24

¥

Wielkosci @ i y sa odwrotnie proporcjonalne: y =

Cwiczenie 3

Na zakup jablek przeznaczono kwote wlzl] 15 | 2 3 | 45| g

9 zl. Niech = oznacza cene za kilo- 7771 7777 e
+ : R y kgl V2078 v 1,8

gram, a y — liczbe kilograméw ja- -

biek, ktore mozemy kupic.

a) Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

b) Naszkicuj wykres funkeji y = Er gdzie x > 0, 1 zaznacz na nim punkty

odpowiadajace wartosciom z tabeli.

4,13. Proporcjonalnosé odwrotna



Zadania

1. Wielkosci x i y sa odwrotnie proporcjonalne. Przerysuj tabele do zeszytu
1 ja uzupelnij. Podaj wzor tej proporcjonalnosci i naszkicuj jej wykres.

a) b)
x 1 2 | 26| 4 x 1 2 |20 4
Y\ 32 V) Y VR 25

'-r_::
e

2. Pewna stala kwote k zl przeznaczono na za-
kup sliwek. Na wykresie przedstawiono za-
leznosé¢ miedzy cena @ w zlotych za kilogram
a liczba kilogramow . ktore mozna w tej ce-
nie kupic.

2} Padal vsrtobh k. 1 —
b) Przedstaw za pomoca tabeli zaleznosé S
miedzy x iy dla z € {1,2,3.4,5,6}. o 1. {11 iX

3. Naszkicuj wykres funkeji y = f(x), gdzie z > 0. Ile punktéw o obu wspol-
rzednych calkowitych nalezy do wykresu tej funkeji?

a) fiz)=2  b)fl@)=% ¢ fla)=%  d) fla)=2%

4. Rozwazmy n-katy foremne o obwodzie rownym 12. Sporzadz odpowiednia
tabele i naszkicuj wykres funkeji opisujacej zaleznosé diugosei boku n-kata
od liczby bokdéw dla n < 12. Podaj dziedzine tej funkeji.

Zaleznos¢ miedzy czasem t potrzebnym do przebycia drogi s ze srednia

;o S : _ s
predkoscig v wyraza si¢ wzorem ¢ = =,

5. Rowerzysta ma do przebycia dystans 60 km.  ¢[h)4
Na wykresie przedstawiono zaleznosé¢ czasu '
jego jazdy od sredniej predkosci. Ile czasu ;
zajmie rowerzyScie pokonanie calego dystan- gl
su, jesli bedzie jechal z predkoscia: 9.
a) 15 km/h, ¢) 24 km/h, 1 _
b) 18 km/h, d) 25 km/h? 0 10 20 30 ofkm/h)

6. Samochod ma do przebycia trase 240 k. Dobierz odpowiednio jednostki
na osiach ukladu wspolrzednych i naszkicuj wykres zaleznosci miedzy Sred-
nia predkoscia samochodu a czasem podrozy.
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4.14. Zagadnienia uzupetniajace

M Predkosé, droga, czas

1.

Przejazd samochodem z miasta A do todleglode

odleglego o 240 km miasta B i z po- 2% ‘[;L:i'“ﬂ‘*““‘

wrotem zajal (razem z dwugodzin- 0[S g
nym [JDEtﬂjEIl]J‘ 10 gﬂd:dil'l. I{Ur:d}'.‘:il-a- 160 |- FEEREREE R S ek TUNTOL TS s fod
jac z wykresu, podaj érednia pred- 120

kos¢ przejazdu: 80| =
a) z miasta B do miasta A, 40 e e LZ[LI:T
b) calej trasy bez postoju. O 1 2 3 456758010

Na wykresie ponizej przedstawiono, jak zmieniala sie odleglos¢ samochodu
od Plocka podeczas jazdy na trasie Plock-Gdansk-Plock.

a) Oblicz $érednia predko$¢ samo- _ fpodleglos¢
230} ﬂ"l.'i'_'[']i_i'}{.'l{?‘l

240 [ {km}.......

1"_]) Jak& b}'la]_)}r ﬁrt‘dlll:‘_l I}I'Qf.lkﬂgé na 200

trasie z Gdanska do Plocka, gdyby 60|/ : : :
. . _ ) e FO0 bl i N S e

posto] w  Gdansku przedluzyl sie sol i »

0 gﬂdZiIl@, a cala wyprawa trwalab}r A0 AR RE: SRR LR R e i, JO T -

11% godziny? ' - i}

chodu bez uwzgledniania postojow.

¢ 1 2 3 456 7 89 1011

Jacht znajdujacy si¢ w odleglodci ‘“”"gi““‘“‘lp”mlp"h“l

10 mil morskich od portu plynal :

w jego kierunku z predkoscia 8 we- .:;:::

216w. Po polgodzinie wiatr ostabl, © T

a predkos¢ jachtu spadla o polowe. :i':_::

Na wykresie pokazano, jak zmieniala - :

sie odleglosé jachtu od portu w zalez- 1| . czas h]
@) 0.5 1 1.5 2

nosci od czasu.

Inny jacht, bedacy 10 mil morskich
od portu, plynal w jego kierunku
przez godzine z predkoscia 2 wezlow,
a nastepnie — z predkoscia 6 we-
zlow. Naszkicuj wykres przedstawia-
jacy zmiany odleglosci tego jachtu od
portu w zaleznoéci od czasu. Po ja-
kim czasie dotarl on do portu?

4.14. Zagadnienia uzupeiniajace
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B Wzrost wykiadniczy i funkcja wykiadnicza

Przykiad 1 Ve PP op o
Pewne doswiadczenie polegalo na badaniu wzrostu 3200
liczebnodei kolonii bakterii. Na poczatku dodwiad- — ogpg |- i iifin
czenia bylo 400 bakterii. nastepnie stwierdzono, ze  4450|.. ..

ich liczba podwajala si¢ w ciagu godziny. Funkcja oo f =~ =~/

y = 400 - 2" (wykres obok) opisuje liczbe bakterii s RN
po uplywie czasu f mierzonego w godzinach. Na
1200

przyklad po 2 godzinach liczba bakterii wynosila .
400 - 22 = 1600, a po uplywie 2 godzin i 30 mi- S T
nut liczba bakterii wzrosla do 400 - 225 ~ 2263.  400F" e
W tabeli podano wartosci funkeji y = 400 - 2 dla ) ' ] 3

wybranych argumentow.
t [h] 1 1.5 2 2,5 3 3.5
y =400 - 2 800 1131 1600 2263 3200 4525

W opisie doswiadczenia wykorzystana zostala funkcja f(f) = 2. Funkcje
opisane wzorem y = a*, gdzie a jest liczba dodatnia ré6zna od 1, okreslone
dla x € R. nosza nazwe funkeji wykltadniczych.

@ 4. Podczas pewnego doswiadczenia liczba bakterii, ktérych poczatkowo byto
600, podwajala sie w ciagu pol godziny. Uzasadnij. ze funkeja y = 600 - 47
opisuje liczbe bakterii w zaleznosci od czasu ¢ mierzonego w godzinach
i uzupelnij tabele.

Czas t [h] 1 1,5 2| 25 3 3,5 4 4,5
Li{:zba.. _ 3N SN W) 7 _ /
bakterii y / J v 11 / / /

5. W pewnym doswiadczeniu badano liczebnosé kolonii bakterii. Zgodnie
z modelem teoretycznym liczbe bakterii, w zaleznosci od czasu t mierzo-
nego w godzinach, wyraza wzor:

y=1yo-a
gdzie y, jest poczatkowa liczba bakterii, natomiast a — pewna stala. Wy-
rmacz stala a, jesli poczatkowo bylo 1500 bakterii, a po 8 godzinach ich
liczba wzrosta do 24 000. Po jakim czasie liczebnos¢ kolonii bakterii bedzie
rowna 96 0007

I 198 4. Funkcije



Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji y = 2°. Zaznaczone zostaly punkty odpo-
wiadajace danym z tabeli (wartosci funkeji po-
dano z dokladnoscia do 0,01). ktore polaczono
krzywa, jak na rysunku.

g |—2|-2|-1/ -2 0|3

2°10,25/0,35( 0,5 10,71 1 |1,41] 2 {283 4

6. Podaj wartod¢ funkcji y = 2* dla argumentu:

a) 3, b) 4. c¢) 10,

Wykresy funkeji y = 27 i y = 4" dla porownania
mmieszezono w tym samym ukladzie wspolrzed-
nych.

Zauwazmy, ze dowolna funkcja okreslona wzo-
rem y = a”, gdzie a > 1, jest funkcja rosnaca.
W przypadku zjawisk opisywanych za pomoca ta-
kich funkecji méwimy o wzroscie wykladniczym.

=

cuj jej wykres.

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji
danej wzorem y = (%)m. Funkcja ta jest funk-
cja malejaca. Jej wykres mozemy otrzymac przez
symetryczne odbicie wzgledem osi OY wykresu
funkeji y = 2* (uzasadnij).

L

Funkcja y = (E)T wykorzystywana jest przy opi-

sie zjawiska rozpadu promieniotworczego.

Y=

0

= 7. adz ¢ riednia tabele wartosci funkeji y = 3%, a nastepnie naszki-
| 7. Sporzadz odpowiednia tabele wartosci funkeji 3", a nastepnie naszki

8. a) Naszkicuj wykres funkcji f(z) = (%)! i na jego podstawie podaj roz-

wiazanie nieréwnosci 1 < f(z) < 9.
1

b) Naszkicuj wykres funkcji g(z) = (—)’r 1 na jego podstawie podaj roz-

4
wiazanie nieréwnosdci 1 < g(z) < 4.

4.14. Zagadnienia uzupeiniajace
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M Funkcja logarytmiczna

Na rysunku obok przedstawiono wykres  y
funkeji opisanej wzorem y = log, x. Za- M e
Naczone pmlkt}f deﬂWiﬂdﬂj% wartoge - [ NN S = ol
ciom z tabeli.

x 1 | 2 | 4| 8

s |
bt |

[}
Cas

logox: | —2|-1| 0 | 1

Funkcje opisane wzorem y = log, x, gdzie a jest liczba dodatnia rozna
od 1, okreslone dla x € (0;00), nosza nazwe funkceji logarytmicznych.

9. Dla jakiego argumentu x funkcja y = log,  przyjmuje wartosé réwna:
a) 4, b) 5, ¢) 10, d) 37

10. Wykresy funkecji y = log, ¢ i y = log, =

Ly =logez .

umieszczono dla poréwnania w tym sa- | "
mym ukladzie wspéhrzednych (rysunek i : '

obok). Podaj po cztery punkty o obu e o 2
wspolrzednych caltkowitych nalezace do o /1 IEEEEERE X
wykresu kazdej z tych funkeji. Eid i1 B ki

11. Sporzadz odpowiednia tabele wartosci funkeji y = log, =, a nastepnie na-
szkicuj jej wykres.

Ponizej przedstawiono wykres funkeji y = log x.

Zauwaz, ze funkcja y = logx (oraz dowolna funkcja y = log, x, gdzie
a > 1) jest funkcja rosnaca. Jednak jest to wzrost bardzo powolny.

12. Dla jakich argumentéw x funkcja y = log x osiaga wartosci wieksze od:
a) 2, b) 3, ¢) 6, d) 10?
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Funkcja f przyporzadkowuje kazde] dwucyfrowej liczbie naturalnej iloczyn
jej cyfr.
a) Jaka jest najmniejsza, a jaka najwieksza wartosé¢ funkeji f7
b) Dla ilu argumentéw funkcja f przyjmuje wartosé 12, a dla ilu 167

¢) Dla ilu argumentow funkeja f przyjmuje wartosci parzyste?

2. Naszkicuj wykres funkcji f: X — R okreslonej wzorem f(z) = |z — 1.
Wyznacz zbior wartosci tej funkeji.

a) X ={-4,-1,0,1,3}  b) X =(—-00;2) ¢) X = (=3;—1) U (2:4)

3. Dany jest wykres funkeji f: (—4:4) — R. Podaj przedzialy monotoniczno-

sci, miejsca zerowe i zbiér argumentow, dla ktoryeh funkcja f przyjmuje
wartosci dodatnie.

4. Naszkicuj wykres funkcji f, przesuwajac wykres funkcji y = %|;‘L’| o wektor.
a) f(z)=3lz—2|-1 b) f(z)=3z+3|+2 ¢) f(z)=3z+1]—3
5. Oblicz pole obszaru ograniczonego wykresami funkeji f i g.

a) f(z)=|2z| -1, g(x) = |z + 2] b) f(z) =—3lz|, g(z) = |z + 3| -6

6. Na rysunku obok przedstawiono wy-
kres funkeji f: R — R danej wzorem:

1 dla z € (—o0;—3)
flz)=< |z| -2 dlax e (-3;2)
-1 dla z € (2;00)

Naszkicuj wykres funkeji g(x) = f(—x). Podaj jej wzér, a nastepnie od-

czyta] z wykresu rozwiazanie:

a) réwnania g(x) = 0 i zbiér rozwigzan nieréwnosci g(z) < 0,

b) réwnania g(x) = 1 1 zbior rozwiazan nieréwnosci g(x) < 1.

¢) réwnania g(x) = —1 i zbidr rozwiazan nieréwnosci g(z) < —1.
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B Zestaw I

1.

Dziedzing funkcji f (rysunek obok) jest prze-
dzial (—5:2). Podaj dziedzine i naszkicuj wy-
kres funkcji g.

a) g(z) = f(x—3) c) glz) =—f(z+2)
b) g(z) = f(2—2a) d) glz) =—f(1—-x)

Podaj wzor i naszkicuj wykres funkcji g(ax) = — f(z). Odezytaj z wykresu
zbior wartosci 1 przedzialy monotonicznosci funkeji g.

1 dlaxze (—oc;—1) 2 dlax e (—o0;—2)
a) f(x)=1< |z| dlaze (-1;3) b) f(x) = ¢ —a* dlax e (-2;1)

3 dlax € (3;00) -5 dlaz € (1;00)

Liczby: —1, —%. 3 sa miejscami zerowymi funkcji f(z) = 22* —32* — 82— 3.
Podaj wzor i miejsca zerowe funkeji g.

a) g(x) = f(~a) b) g(x) = fl@+1) ¢ g(a)=f(1—2)

i %Y‘

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: (—6;5) — R. Naszkicuj wy-
kres funkcji g i podaj jej miejsca zerowe.

a) g(z) = —f(—=x) b) g(z) = —|f(z)]

Naszkicuj wykres funkeji f. Dla jakich wartosci parametru m réwnanie
f(z) = m ma jedno rozwiazanie, a dla jakich — trzy rozwiazania?

t+4 dlax < -2 r+6 dlaxr< -2
a) f(z)=4¢ |z| dla-2<z<4 b)flz)=¢{ 2* dla-2<z<2
8—x dlaxz >4 r+2 dlaxz>2

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f: R — R. Oblicz pole obszarn
ograniczonego wykresami funkeji:

a) y=f(z) i y=—[f(z),

b)y= f(—z) i y=|zl.

Podstawa trojkata réwnoramiennego jest odcinek o koncach (0,0) i (a,0),

gdzie a > 0. Trzeci wierzcholek tréjkata nalezy do wykresu funkeji y = =.

o
Uzasadnij, ze pole tego trojkata nie zalezy od wyboru parametru a.
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Sposob na zadanie @

Przykiad 1

Ile miejse zerowych ma funkcja f7

—2r—2 dlaxe (—o0;—2)

flz) = s2+3 dlaze (—2;2)
—2r+8 dlax € (2;00)
A.0 Bl C. 2 D. 3

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych
sposobow.,

» Miejsca zerowe funkeji f mozemy wyznaczy¢, rozwiazujac rownania:

—2x —2=0,skad z = -1, ale —1 & (—o0; —2)

1+ 3=0,skad x = —6, ale —6 ¢ (—2;2)
—2x+8 =0, skad x =4 € (2; 0)

Liczby —1 i —6 nie sa miejscami zerowymi
funkeji f, jedynym jej miejscem zerowym
jest liczba 4.

Zatem tunkcja f ma jedno miejsce zerowe.
» Mozemy tez naszkicowaé wykres funkcji
f i odezytad z niego liczbe jej miejsc zero-
wych.

Odpowiedz: B

Przykiad 2
Na rysunku obok przedstawiono wykres

funkeji f:(—2;6) — R. Suma miejsc ze-
rowych funkeji g(x) = f(—x) jest réwna:
A. -2, B. —14, C. —6, D. 8.

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych
sposobow.

e Miejscami zerowymi funkeji f sa liczby: —1, 2, 5. Zatem miejscami zerowymi
funkcji g sa liczby: 1, —2, —5. Ich suma jest rowna —6.

e Mozemy tez naszkicowac¢ wykres funk-
cji g 1 odezytad z niego jej miejsca ze-
rowe. 5a to liczby: —5, —21 1. Ich suma
jest rowna —0.

Odpowiedz: C

Sposob na zadanie
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1.

Funkcja [ przyporzadkowuje kazde) liczbie naturalnej jej reszte z dzielenia
przez 4. Niech a = f(129). Wowczas:

A.a> f(29), B.a=f(59), C.a<f(89), D.a=f(149).

Liczba —% jest miejscem zerowym funkeji:

P 9 — 27 e A ppe ap — o 4.
J-l.gﬁ.rzﬁ-z, B.y—IE—FT C.yﬁé—il.z, D.y—g—ﬁig.
Liczba —2 nie jest miejscem zerowym funkcji danej wzorem:
A.y=+vz+2, B.y=2z2*-2 C.y=2"+8, D.y:%—f-l,

Do wykresu funkeji f(x) = & + V22 nalezy punkt:
A. A(-2,0), B. B(4,6), C. C(3:2) D. D(—4,-8).
Do wykresu funkeji f(z) = v3(x — 1)? nalezy punkt:
A. (=23, =13v/3), C. (—2+/3, =133 4-12),
B. (2v/3,13v3), D. (2v/3,13v/3 — 12).
Jesli Dy = (—5;3). to dziedzina funkcji g(x) = f(—x + 1) jest zbior:
A. (—2:6), B. (—3;5), C. (—4;4), D. (—6;2).
Ile miejsc zerowych ma funkecja f7

lz| —2 dla z € (—o0;4)

fEy=q 0

sx+2 dlaz € (4;00)
A. 0 B. 1 C. 2
Wykresy funkeji: f, g, h, k otrzymano Y :
przez odpowiednie przesuniecia wykre- TN
su funkeji y = 622, Zatem: T
A. f(z) = 6(z? — 122 + 36), ;L
B. g(x) = 6(2* + 6z + 9),
C. h(z) =6(x* -2z + 1) + 2, N/ | L\,
D. k(z) =6(z%2—-1)+1. D gU 1 X

Funkcja f ma pie¢ miejsc zerowych: —5, —3. —1,0. 2. Wynika stad, ze suma
miejsc zerowych funkeji y = — f(—x) jest réwna:
A. -9, B. -7, C. 7, D. 9.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

. . . : —3x+4+5 dlax<?2
Wyznacz miejsca zerowe funkeji f danej wzorem f(x) = {

—bdr+3 dlaz > 2
Zadanie 2 (2 pkt)

Funkcja f okreslona na zbiorze liczb rzeczywistych jest funkcja nierosnaca,
a punkty: (—6,4), (—3.2), (1,2) i (4.—5) naleza do jej wykresu. Wyznacz
wartosc¢ f (—2 \/E)

Zadanie 3 (2 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres funk-
cji f:(—3;6) — R. Podaj dziedzine funkcji
g(x) = f(—x) 1 naszkicuj jej wykres.

Zadanie 4 (2 pkt) r—2 dlaz< -1
3

Wyznacz miejsca zerowe funkeji f(x) = %r —s dla-1<2<3
x—2 dlazxz>3

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (3 pkt)
Miejscami zerowymi funkcji f sa liczby: —3, 2 i 4. Wyznacz sume miejsc
zerowych funkeji g(z) = f(—x + 6).

Zadanie 6 (4 pkt)

Dana jest funkcja f(z) = 2z + 2. Naszkicuj wykresy funkcji g(z) = —f(z)
i h(z) = f(x — 4). Oblicz pole obszaru ograniczonego osia OX i wykresami
funkcji g 1 h.

Zadanie 7 (4 pkt)

Zbior X jest zbiorem liczb naturalnych mmniejszyeh od 12. Funkcja f kazdej
liczbie ze zbioru X przyporzadkowuje reszte z dzielenia przez 4. Naszkicuj
wykres funkeji g(x) = f(z) — 1 i podaj jej miejsca zerowe.

Zadanie 8 (4 pkt) PR BB OIYR

Na rysunku obok przedstawiono wykres R

funkeji f: R — R. Naszkicuj wykres funk- A I T e )
i g(x) = —f(x). Podaj przedzialy mono- N G~ X

tonicznosci funkeji g 1 odezytaj zbior roz-
wigzaf nieréwnosei g(x) < 0.
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkeji f: R — R. Liczby z; 1 x5 sa miej-
scami zerowymi funkcji:

g(z) = f(z —3v2) -1
Zakodnj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze
cyfry po przecinku sumy liczb ;1 x».

Zadanie 2 (2 pkt)
Wrykres funkeji g otrzymujemy. przesuwajac wykres funkeji f(x) =

z—2[—6
o wektor @ = [0, v/3]. Funkcja ¢ ma dwa miejsca zerowe. Zakoduj cyfre jedno-
sci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku wiekszego sposréd miejsc zerowych

funkcji g.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wykres funkeji g(z) = 6(x — 8)? + 7 otrzymujemy, przesuwajac wykres funkcji
f(z) = 6(x+9)*—12 o wektor [a,b]. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosei
liczby a - b.

Zadanie 4 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykres
funkcji f: R — R. Naszkicuj wykres funk-
cji g(x) = |f(—x)|. Podaj rozwiazanie nie-
rownosci g(x) = 2.

Zadanie 5 (3 pkt)
W jednym ukladzie wspolrzednych naszkicuj wykresy funkceji:

fl@2)=|lz+4|-2 i glx)=—|z+3|+5

Oblicz pole figury ograniczonej tymi wykresami.

Zadanie 6 (4 pkt)
Naszkicuj wykresy funkeji f oraz g(z) = f(—x) — 3. Podaj rozwiazanie réw-
nania g(z) = —1.
x| dlaxe (—2:3
=17 o s
2 dlaz € (—o0;—2)U(3;00)

Zadanie 7 (4 pkt)
W jednym ukladzie wspélrzednych naszkicuj wykresy funkeji f(x) = 2|z| — 2
i g(z) = (|z| — 1)%. Podaj rozwiazanie nieréwnosci 2|z| — 2 < (|z| — 1)%
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5 Funkcja liniowa

Dla snowboardzisty czy narciarza kat nachylenia stoku jest niezwykle istotny.
Jest to jeden z czynnikéw branych pod uwage przy ustalaniu stopnia trudnosci
trasy narciarskiej.

Kat nachylenia terenu ma tez zasadnicze znaczenie w zagadnieniach inzynie-
ryjnych, takich jak budowa drog czy kolei.

() nachyleniu prostej bedacej wykresem funkeji liniowej y = ax + b decyduje

wspolezynnik a.




5.1. Wykres funkcji liniowej

Przykiad 1
Naszkicuj wykres funkeji okreslonej za pomoca wzoru
flax) = 2z + 1, jesli jej dziedzina jest zbior liczb rze-
czywistych.

Aby naszkicowaé¢ wykres funkeji f(z) = 2z + 1. spo-
rzadzamy tabele wartosci funkeji dla wybranych argu-
mentow.
s =3 —2 -1 0 1 2
flx) -5 -3 —1 1

Lo
on

Otrzymane punkty zaznaczamy w ukladzie wspélrzednych. Zwrdé uwage, ze
wszystkie te punkty leza na jednej prostej — jest ona wykresem funkcji f.

Cwiczenie 1
Naszkicuj wykres funkeji f, jesli jej dziedzina jest zbior liczb rzeczywistych.

a) flx)=ax+2 b) f(z) =2z -1 ¢c) flz)=—x d) f(z)=—a2+3

Funkeje okreslona wzorem f(z) = ax+ b dla 2 € R, gdzie a i b sa stalymi,
nazywamy funkcja liniowa.

Uwaga. Stala oznacza ustalona liczbe rzeczywista.

Wrykresem funkeji f(x) = ax + b (uzywamy tez zapisu y = ax + b) jest prosta.
Aby naszkicowa¢ wykres tej funkeji, wystarczy znalez¢ dwa nalezace do niego
punkty i poprowadzi¢ przez nie prosta (przez dwa rézne punkty przechodzi
tylko jedna prosta). Prosta ta ma rownanie y = ax + b. Powiemy tez krotko:
prosta y = ax + b.

Otrzymane wyniki mozna przedstawi¢ w tabeli.

Przykiad 2

Naszkicuj wykres funkeji f(z) = 22 — 1.

Dla x = 0 mamy f(0) = % ‘D=1 =-1. . "

Dla z =3 mamy f(3)=2-3—-1=4.
X

£ 0 3 Punkty (0,—1) i {(3,4) naleza
f(I) - 4 do wykresu funkeji f.
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Cwiczenie 2
Znajdz dwa punkty o obu wspoélrzednych calkowitych nalezace do wykresu
funkeji f. Naszkicuj ten wykres.

a) f(z)=2z-2 b) flz)=-2z c¢) f(z)=32+2 4d) f(z)=-2z-1
Definicja
Liczbe a wystepujaca we wzorze funkeji liniowej f(x) = ax + b nazywamy
wspoltezynnikiem kierunkowym prostej.

Przykiad 3 ded b bad S
Wykresy funkgcji lintowych y =2z +2iy =2z — 3 ", e Y
sa prostymi réwnoleglymi. Kazdy z nich moze- ;’g;’fﬁ
my otrzyvimac¢ przez przesuniecie wykresu tunkcji Wil q,,

y = 2z wzdluz osi OY.

Po przesunieciu prostej y = 2z o 2 jednostki w gore
otrzymamy prosta y = 2x + 2.

Po przesunieciu prostej y = 2x o 3 jednostki w dol
otrzymamy prosta y = 2ax — 3.

Cwiczenie 3 |
Naszkicuj wykres funkeji y = 3x. a nastepnie wykres funkeji f.

a) f(z)=3z+1 b) f(z)=3z+3 ¢) f(z)=32z-2 d) f(z)=3z—-13
Twierdzenie

Wykresy funkeji liniowych o tym samym wspoélezynniku kierunkowym sa
prostymi réwnoleglymi.

Podane powyzej twierdzenie mozna tez sformulowac¢ nastepujaco:

Proste dane rownaniami y = a @ + by 1 y = asx + by sa réwnolegle wtedy
i tylko wtedy, gdy a; = as.

Cwiczenie 4

Ktore sposrod prostych 1,1, . ... Is sa rownolegle?

:.’.E:y:—.—f,;z.'-i—S Eﬁty:S—%I lz:y=1-2zx
ly:y =4+ 2z ls:y=2r—v3 Ilgiy=v5-1x

Uwaga. Zapis .I: y = ax + 0" czytamy .prosta [ o rownaniu y = ax + b".

hiy=352—3
ly:y=2r—3

5.1, Wykres funkgji liniowej
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Przykiad 4

Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktorej wykresem
jest prosta przechodzaca przez punkt P(4,1) i réw-
nolegla do prostej y = %:IT + 3.

Funkcja liniowa dana jest wzorem y = ax + b,
a jej wykresem jest prosta rownolegla do pro-
P S S Ly ‘ A — 1 r FYrERA) R
stej y=gr+3. wigc a=g3. Aby wyznaczyé¢
wspolezynnik b, podstawiamy wspoélrzedne punktu
) aaad . T " =
P(4,1) do réwnania y = sz +0b i otrzymujemy

l:%--i-{—b, skad b = —1.
1

Zatem warunki zadania spelnia funkcja y = s —1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktorej wykresem jest prosta réwnolegla do
prostej | i przechodzaca przez punkt P.

a) liy=2r—4, P(3.7) b) Ly=—2x+3, P(3,—4)
Szezegolnym przypadkiem funkeji liniowej jest funkcja stala.

Przykiad 5

}-" &
Funkcja f(z) = 2 dla dowolnego argumentu = € R i : f
przyjmuje wartosc¢ rowna 2. Jej wykresem jest pro- 1
sta réwnolegla do osi OX i przechodzaca przez : : R
punkt (0,2). S X
Cwiczenie 6
Naszkicuj wykres funkeji f(x) = ax + b, jesli wiadomo, ze:
a) a=0,b=1, b) (I=U,b=—%, c) a=0,b=0.

Wspélezynnik b we wzorze funkcji liniowej f(x) = ax + b wskazuje punkt
przeciecia prostej bedacej wykresem funkeji z osia OY.

Przyktad 6 ST 4 .
Wyznacz wspoélrzedne punktu przeciecia wykresu | 38/
funkeji f(z) = 2z + 2 z osia OY.

Jesli podstawimy x = 0 do wzoru funkcji, to otrzy-
mamy rzedna punktu, w ktéorym jej wykres prze-
cina o§ QY. Zatem f(0) = ;’, - 042 = 2, czyli
wykres przecina os OY w punkeie (0, 2).

Uwaga. Odcieta punktu to jego pierwsza wspolrzedna, rzedna — to druga wspolrzedna.
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Twierdzenie

Prosta bedaca wykresem funkeji liniowej f(z) = ax + b przecina 0§ OY

w punkcie (0,b).

Cwiczenie 7

Wyznacz wzor funkeji, ktorej wykresem jest prosta réwnolegla do prostej [

i przecinajaca o§ QY w punkcie P.

EI,} |]£__,-' = 3z — 4, P(ﬂ(}} h) ,’,:y = .—.:};;1 -+ l, P ({} _,..g_)

Cwiczenie 8

Na rysunku przedstawiono proste przechodzace
przez punkt (0,3). Sa one wykresami funkeji li-
niowych:

filz) =a +3, fa(z) = =52 + 3,

fa(z) =3, falz) = 3z + 3.

a) Oblicz wartosei tych funkeji dla » = 1.

b) Dla kazdej z tych funkeji okresl. ktora prosta
jest jej] wykresem.

wamy pekiem prostych, a punkt przeciecia tych prostych

Przykiad 7

Wyznacz wzor funkeji liniowej, ktorej wykres
przechodzi przez punkty P(0,3) 1 Q(3,5).
Funkcja liniowa dana jest wzorem y = ax + b.
Jej wykres przecina o$ OY w punkcie (0, 3), wiec
b = 3. Aby wyznaczy¢ wspolezynnik a, podsta-
wiamy wspolrzedne punktu Q(3,5) do réwnania
y = axr+3 iotrzymujemy 5 = 3a+3, skad a = %

Zatem szukany wzoér funkeji: y = 2o + 3.

Cwiczenie 9

Y

VGRS

Zbior wszystkich prostych przechodzacych przez ustalony punkt nazy-
srodkiem peku.

Wryznacz wzor funkeji liniowej. ktore] wykres przechodzi przez punkty P i ().

Czy punkt R nalezy do wykresu tej funkcji?
a) P(0,5), Q(4,2), R(8,-1)

b) P(0,-4), Q(-3,-9), R(6,5)

5.1, Wykres funkgiji liniowej
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Zadania

1.

Naszkicuj w jednym ukladzie wspolrzednych te sposrdd prostych 14, ..., s,
ktore przecinaja o§ OY w punkcie (0,2), a w drugim te, ktére przecinaja
0s OY w punkcie (0,—1).

li:y=3z+2 l3: y=—1 ls: y=—-2x+2 F.-,-:y::;-u:—l
lsty=3z—1 L= lg:y=—-2x—-1 15:y=%m+2
Wyznacz wzor funkcji, ktorej wykresem jest prosta rownolegla do prostej
o podanym wzorze i przechodzaca przez punkt P.

a) y =4z —2, P(0,5) ¢) y=—3z+6, P(—6,5)
h) Y= _‘51+4 P(]"JS} d) y= \/SJ i '5 P(Q\/E G)

Sprawdz, czy punkt @) nalezy do wykresu funkcji liniowej f. jesli nalezy
do niego punkt P.

a) P(8,3), Q(16,9)  b) P(—=6,-9), Q(7,19) «¢) P(9,~4), Q (8,—31)

Wykres funkcji liniowej przechodzi przez punkt P i przecina os OY
w punkcie (0,4). Wyznacz wzor tej funkeji i naszkicuj jej wykres.

a) P(2,6) b) P(—6,1) ¢) P(5,—11) d) P(2,-2)
Oblicz pole zacieniowanej figury.
s i b) Y# b =
a) Y ) Lo
fb.]é -

\

bh::"

oy || I
=y

=
s 1
¢ /fb ‘ o[ 1—% ¢
LY L
4’,“.’3 ‘,.-""" -'_:-'1-

1 &

Wykaz, ze punkt (0,0) jest jedynym punktem o obu wspélrzednych wy-
miernych nalezacym do wykresu funkeji y = v/2z.
Wykaz, ze do wykresu funkeji y = v/22 — /3 nie nalezy zaden punkt o obu

wspolrzednych wymiernych.
Wskazowka. Przeprowadz dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci.
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5.2. Wiasnosci funkcji liniowej

M Miejsce zerowe funkcji liniowej

Na rysunku przedstawiono wykres funkcji y = 2x + 3.
Jej miejsce zerowe jest rowne --:f; Mozna je wyznaczyc¢,
rozwiazujac rownanie 2z + 3 = 0.

Jesli a # 0, to funkcja liniowa y = ax 4+ b ma jedno

miejsce zerowe: —i—ﬂ

Cwiczenie 1

Uzasadni) powyzsze twierdzenie.

Cwiczenie 2

Wyznacz miejsce zerowe funkeji:

a) y = —4x + 6, b) y = -3z — 4, c)y=zz+3, d)y=3iz— 3.
Cwiczenie 3

Dla jakich wartosci wspélezynnikéw a, b funkeja f(x) = ax + b:

a) nie ma miejsc zerowych, b) ma nieskoticzenie wiele miejsc zerowych?

Przykiad 1

Oblicz pole tréjkata ograniczonego osiami ukladu
wspolrzednych 1 wykresem funkeji f(z) = %:r‘+3
(rysunek obok).

Wyznaczamy miejsce zerowe funkcji f:

%r +3=0dlax= —l—f' Zatem |OA| = %

Punkt B ma wspdlrzedne (0,3), stad |OB| = 3.
Obliczamy pole tréjkata A0 B:

Pn=3-2-3=8

373

Cwiczenie 4
Oblicz pole trojkata ograniczonego osiami ukladu wspolrzednych i wykresem
funkeji f.

a) f(z) =22 +4 c) flx)=-1z—4
b) f(z) = —3z+2 d) f(z) =32z —5
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B Monotonicznosé funkgji liniowej

Funkcja liniowa moze by¢ funkcja rosnaca, malejaca lub stala.

Przypomnijmy. ze funkcje f nazyvwainy rosnaca.
jesli dla dowolnych argumentow &y, z, spelniony
jest warunek: jesli #; < o, to f(x1) < f(x2).

Jesli a > 0, to funkcja liniowa f(r) = ax+b
jest rosnaca.

Dowaod
Rozpatrzmy funkcje f(x) = ax + b, gdzie a > 0.
Niech x,. s beda dowolnymi argumentami ta-
kimi, ze x; < x,. Woéwcezas mamy:
Fy < Mgf <6
r, < s

ar, +b < axry+Db
Oznacza to, ze f(x,) < f(x2). Zatem [ jest
funkcja rosnaca.

Funkeja f jest funkcja malejacq, jesli dla dowol-
nych argumentow x,, x, spelniony jest warunek:
jesli ; < @, to f(xy) > f(xa).

Jesli a < 0, to funkcja liniowa f(x) = ax + b
jest malejaca.

[0] Cwiczenie 5
Udowodnij powyzsze twierdzenie.

Funkcja f jest funkcja staly, jesli dla dowol-
nych argumentow x,, x, prawdziwa jest row-

nosé: f(x;) = flxs).

Jesli a = 0, to funkcja liniowa f(z) = ax+b
jest funkcja stalq.

Jesli funkcja liniowa jest funkcja stala. to jej wy-
kresem jest prosta rownolegla do osi OX.
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Na rysunku przedstawiono
wykres funkeji liniowej, kto-
rej wartodcl rosng wraz ze
wzrostem argumentaow.

Mnozymy obie strony nieréwnosci przez liczbe a > 0,
gatem nie zmileniamy jej wrotu.

Na ryvsunku przedstawiono
wykres funkeji liniowej, kto-
rej wartoSci maleja wraz ze
wzrostem argumentow.

(2

Na rysunku przedstawiono
wykres funkeji liniowej, kto-
ra przyjmuje stale te samg
wartosé.



Cwiczenie 6
Okresl monotonicznosé funkeji f.

a) flz)=5z—12 b)flz)=8—-3z c) flz)=(3— 2\/5};1: d) f(z) = -3
Cwiczenie 7
Dany jest wykres funkeji f(x) = az + b. Podaj znaki wspélezynnikéw a i b.

b) ¢ iy b op i € vy

M Proporcjonalnosc¢ prosta

Przypomnijmy, ze zaleznos¢ miedzy dwiema dodatnimi wielkosciami x i y dana
wzorem y = ax., gdzie a > 0 jest stala, nazywamy proporcjonalnoscia prosta.
Wielkosci @ 1 y nazywamy wprost proporcjonalnymi, a liczbe a — wspoélezyn-
nikiem proporcjonalnosci.

Y4
Przykiad 2 T
Dhugosé boku kwadratu x i dlugosé jego przekatnej y sa {,f'
wielkosciami wprost proporcjonalnymi: zachodzi réwnosé o _
y = \/2x. Zaleinoéé te przedstawiono na wykresie obok. o1 1 <

Cwiczenie 8
Czy opisane wielkosci sa odwrotnie proporcjonalne, czy wprost proporcjo-
nalne? Podaj wzor tej proporcjonalnosci.

a) Dlugosé boku kwadratu i jego obwdd.

b) Dlugosci prayprostokatnych tréjkata prostokatnego o ustalonym polu P.

c¢) Obwaod i promien okregu.
)

d

Dlugosel przekatnych rombu o ustalonym polu P.

Cwiczenie 9

Wielkosci @ i y sa wprost proporcjonalne. Podaj wzor tej proporcjonalnosci,
a nastepnie przerysuj do zeszytu i uzupelnij ponizsza tabele. Naszkicuj wykres
tej proporcjonalnosci.

z | 212 |® a1 1877 9| =
g | 2% VAW y 1,2 2 Y

= Ba

wWikd Le]=
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Zadania

1. Przez ktoére éwiartki ukladu wspélrzednych przechodzi prosta:
a) y:—-%_}:{-lT c) y=—8z — 3, e) y=(l-—\/§)ﬂ?+31
b) y =4z +1, d)y=12x-1, f) y=-57?

2. Okresl monotonicznoéé funkeji f(xr) = ma — 4, gdy:

a) m =3 -2, b) m =5 —2v/5, ¢) m=3— y/-27.
3. Okresl monotonicznosé funkeji f w zaleznosci od parametru m.

a) f(x)=(5—m)x b) f(e)=(1+5m)x c¢) f(x)=(m|-1)z

4. Okresl monotonicznosé funkeji, ktérej wykresem jest prosta przechodzaca
przez punkty:

a) (—37,-9) i (=9,-37), b) 3v2,7)i(2v3,5), ¢) (3,-8)i (& -7).

5. Wyznacz wzor funkcji liniowej, jesli:
a) do jej wykresu nalezy punkt (0.4) i przyjmuje ona wartosci ujemne
tylko dla = < —6,

b) do jej wykresu nalezy punkt (0, —2) i przyjmuje ona wartosci nieujemne
tylko dla » < —4. EIye

6. Wyznacz réwnania prostych, w ktorych za-
wieraja sie:

a) boki przedstawionego obok czworokata,

b) boki czworokata o wierzcholkach:
A(—48,0), B(0,-T72), C(36,0), D(0,144).

7. Wyznacz wzor funkeji liniowej, jesli tréjkat ograniczony jej wykresem
1 osiami ukladu wspélrzednych jest réwnoramienny oraz:

a) funkcja ta przyjmuje wartosci ujemne tylko dla x > 3,
b) do wykresu tej funkcji nalezy punkt (0, —4).
8. Wyznacz wzor tunkceji liniowej. ktore] wykres przecina os OY w punkcie

(0,—3) i wraz z osiami ukladu wspélrzednych ogranicza tréjkat o polu
réwnym: a) 6, b) 103, c) 9v2.

9. Wyznacz wzor funkcji liniowej, ktérej wykres przechodzi przez punkt (2,0)
i wraz z osiami ukladu wspoélrzednych ogranicza tréjkat o polu réwnym:

a) 6, b) 43, ¢) 3v2.
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5.3. ROwnanie prostej na ptaszczyznie

Jesli znamy wspolrzedne dwoch punktow nalezacych do proste], mozemy wy-
znaczy¢ jej réwnanie. Dla prostej bedacej wykresem funkeji liniowej wyzna-
czamy rownanie postaci y = ax + b.
Definicja

Réwnanie postaci y = axr+ b nazywamy réwnaniem kierunkowym prostej.
Przykiad 1 : L . B

Wyznacz rownanie prostej przechodzace]
przez punkty C(—2,1) i D(4,3).

Aby wyznaczy¢ wspolezynniki a, b rownania
y = ax + b, rozwiazujemy uklad réwnan:

{ 1 =g {_2} +b Hownania ukladu otraymujemy,

2 1 i
I‘"'<1r | E 1

1
podstawiajac wspdlrzedne punktow
3=a-44b C'i D do réwnmania y = ax + b.

Powvyzszy uklad spelniony jest przez pare liczb a = %, b =
: g €

w
fen
.

Zatem réwnanie prostej ma postac y = g + 2.

Cwiczenie 1
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkty C i D.
a) C(—1,-5), D(3,3) b) C(-2,4), D(8,—1) ¢c) C(-3,-3), D(6,3)

Cwiczenie 2

Sprawdz, czy punkty A, B. C sa wspdlliniowe.

a) A(0,1). B(6,2), C(12,3) c) A(—2,6), B(2,-2), C(5,-T)
b) A(8,3), B(6,4), C(-2,8) d) A(—4,5), B(7.5), C(7,2v6)
Przykiad 2

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez SLEEN "
punkt.}r C-"(3$ 2} : D{S! _1}. g i, l RIS DR s RS
Do szukanej prostej naleza wszystkie punkty : | _ - .
o pierwszej wspolrzednej rownej 3. Jej rowna- 1 0 1 L }‘
nie ma postac x = 3. | | |

Zwrdc uwage na to, ze prosta rownolegla do osi OY nie jest wykresem funkcji
(dlaczego?), a jej roéwnania nie mozna zapisa¢ w postaci kierunkowej.
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Uwaga. Réwnanie prostej y = b (réwnoleglej do osi y=b Y/
0X) jest rownaniem w postaci kierunkowej. Dla tej b
prostej wspolezynnik a = 0. 0 X

Cwiczenie 3

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty €' i D. Czy ta prosta
jest wykresem funkcji liniowej?

a) C(=3,4), D(~3,6)  b) C(=5,-3), D(T,-3)  ¢) C(8,~2), D(8,6)

Przykiad 3
Naszkicuj prosta dana za pomoca rowna-
nia z + 3y — 3 = 0.

Rownanie przeksztalcamy do postaci kie-
runkowej y = —%:r + 1 i nastepnie szkicu-
jemy prosta.

Definicja
Réwnanie Ar+ By+C = 0, gdzie A # 0 lub B # (), nazywamy réwnaniem
ogolnym prostej.

Réwnanie kazdej prostej na plaszezyznie (réowniez prostej rownoleglej do
osi OY) mozna zapisa¢ w postaci Ar + By + C = (.

Cwiczenie 4

Naszkicuj prosta dana réownaniem ogdlnym.

a) —r+2y—4=10 b) 6x+3y—9=0 c) i;r.—é-y—FQ:U
Jedna prosta moze mie¢ wiele réwnan ogolnych. Na przyklad kazde z poniz-
szych rownan opisuje te sama prosta.

I. 204y—4=0 II. 4z 4+ 2y —8 =10 HI.;I'+,'3y—2={}

Zauwaz, ze po przeksztalceniu do postaci kierunkowej w kazdym z powyzszych
przyvkladow otrzymujemy rownanie y = —2x + 4.

Cwiczenie 5

Ktore z ponizszych rownan opisuja te sama prosta?

g -i_—iﬂ:—i-y-—l:[] n: 9% — 12y +12=10 p: 3r—4y+4=0
m: —3r+4y+4=0 0: bz —8y+12=0 r: —szx+2y—2=0
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Zadania

1. Roéwnanie prostej przedstawionej na rysunku zapisz w postaci kierunkowej
oraz w postaci ogélnej. Czy punkt A(—10, —5) lub punkt B( -3, %) nalezy
do tej prostej?

a)

2. Naszkicuj prosta o podanym réwnaniu. Wyznacz wspohrzedne punktow,
w ktorych przecina ona osie ukladu wspolrzednych.

a) 2z —y+2=0 ¢) —3x+3y—2=0 e) —4(y— tz) =16
b) 102 +5y —5=10 d) jz—-3y—-23=0 1) 2(1-3y)—4x=0

3. Zapisz w postaci ogolnej rownania prostych, w ktorych sa zawarte boki
rownolegloboku ABCD.

4. Dla jakiej wartosci parametru m prosta o podanym rownaniu jest rowno-
legla do prostej 4o + 3y + 7 =07

a) mx+6y—1=0 ¢) (m—3a—L1y=0 e z+my+9=0
b) (2?” ¥ 1}.1 — Y = () d) %ﬂ;r_- = TU +3=0 [) _1!: —2my =0

@ 5. Uzasadnij podane ponizej twierdzenie.

Jesli réwnania ogélne A;x+ By +C) =01 Az + By + Cs = 0 opisuja
A _Bi_C

te sama prosta oraz Az, By i (s 53 rézne od zera, to — IS o
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6. Podstawy trapezu sa zawarte w prostych [ i 5. Korzystajac z informaciji
h ! P ) A Ji
podanej w ramce, wyznacz wartosci parametru m.

a) Iy : —6x +4y + 3 =0, Dreabai By 404 =0
- o roste Ajz + Byy + C) = 0 oraz
lo:me+(m+1)y—4=0 Asz 4 Bhy L 04 = 0 sn rovmole-
b)l; : 92 4+8y+1=0, gle & A By = AxB,.
loy: —m*z+ (1 —m?)y+4=0

7. Dla jakich wartosci parametru m prosta 2z —y+m = () ma punkt wspolny
z odcinkiem AB, jesli:

Y i ih
ﬂ) A(—?, U)._ B{{],—4), h) A(U, 2)? B(G,?)? ...... s
/
8. Ile punktow wspolnych, w zaleznosci od pa- ' fx [
rametru m, ma prosta mx — y = 0 z bokami : 2 ,. it T _F N
narysowanego obok prostokata? a1 X

@ 9. Ugzasadnij, ze jesli @ # 01 b # 0, to réwnanie prostej y = ax + b mozna
zapisa¢ w postaci:
2 =1

— + =

i

Czy wiesz, ze...
Roéwnanie prostej przecinajacej os OX w punk-
cie (p,0), gdzie p # 0. i 0§ OY w punkcie (0. g).
gdzie g # 0, mozna zapisa¢ w postaci:

T Y

P q

Jest to rownanie odcinkowe proste;j.

10. Wyznacz punkty, w ktorych prosta o danym réwnaniu odcinkowym prze-
cina osie ukladu wspolrzednych. Narysuj te prosta w ukladzie wspolrzed-
nych i podaj jej rownanie kierunkowe.

a) $+g=1 b) £+ L =1 ) L4+¥=1

11. Dane jest rownanie prostej w postaci odcinkowej. Zapisz to réwnanie w po-
staci y = ax + b i okresl monotonicznos¢ funkeji, ktorej wykresem jest ta

prosta.
i 3. & ¥ _ g E ¥ o_

12. Wyznacz réwnanie odcinkowe proste;j:

a) y =2z +6, b) y = 2z — 4, ¢) y=—3z+1.
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5.4. Wspotczynnik kierunkowy prostej

Twierdzenie

Wspolezynnik kierunkowy prostej y = ax + b przechodzacej przez punkty
(21.91) 1 (22,y2), gdzie &y # x5, dany jest wzorem:

Y2 — 41

Iy — 1

=

Dowéd
Podstawiamy wspolrzedne punktow (xy, 1) i (@2, y2) YA
do réwnania prostej i zapisujemy uklad rownan:

e 1
{ y1 = ary +b

Y2 = axs + b
.t.l” -+
Odejmujemy réwnania stronami i otrzymujemy:

Y2 — Y1 = arz2 —ax;

czyli yo — 1 = alrs — x1), skad: Z : : N
a= Y2~ Uwaga: O I T2 X
. Ta—I1 Ty F I

Przyktad 1

Oblicz wspolezynnik kierunkowy prostej przechodzacej przez punkty A(—2,3)

i B(4.6).

Mamy (zy,y,) = (—2,3) oraz (xs,y:) = (4.6).

Zatem wspolezynnik kierunkowy proste] y = ax + b przechodzace] przez

punkty A i B jest rowny:

y2—iy 63 3 _
6

a = = ==
To—a 4—(-2) j

1
2

Cwiczenie 1
Oblicz wspolezynnik kierunkowy prostej, do ktorej naleza punkty A i B.

a) A(3,7), B(9,12) b) A(3,5), B(=7,-5) ¢) A(12,-2), B(6.8)

Cwiczenie 2

Czy prosta przechodzaca przez punkty P(4,8) 1 Q(—2, —1) jest réownolegla do
prostej przechodzacej przez punkty R i S7

a) R(0,6), S(—4,0) b) R(—-2,4), S(1,7) ¢) R(5,-32), 5(8,2)

Cwiczenie 3

Uzasadnij, ze czworokat ABC D o wierzchotkach A(—3,—5), B(6,—2), C(4,2)
oraz D(—5,—1) jest réwnoleglobokiem.

5.4. Wspdiczynnik kierunkowy prostej
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M Interpretacja wspoétczynnika kierunkowego

Wspolezynnik  kierunkowy prostej B4
pozwala okredli¢, jak bardzo jest
ona ,stroma”. Na przyklad dla pro-
stej y = 2x + 1 wzrostowi argumen-
tu o jedna jednostke odpowiada
wzrost wartosci funkcji o dwie jed-
nostki. a dla proste] y= %.‘I.' +1
wzrostowi argumentu o trzy jednost-
ki odpowiada wzrost wartosci funkeji : e ; R
o jedna jednostke. /() l : ] I X

Cwiczenie 4
Wrykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspolezynnika kierunkowego
podanej prostej.

a) y=3x+2 b) y=1x+2 ¢) y=—22+2 d)y=-iz+2

Cwiczenie 5
Wykonaj rysunek przedstawiajacy interpretacje wspolezynnika kierunkowego
podanej prostej.

a) y = %;r: -3 b) y= %;r' -3 €) g= —%:r -3 d)y= -%:1.‘ -3

Przykiad 2
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P(3,—-7) 1 Q(—-2,3).

Obliczamy wspolezynnik kierunkowy prostej y = ax + b:
_3-(-7) _ 10
- -2-3 -5
Nastepnie do rownania y = —2r+b podstawiamy wspolrzedne jednego z punk-
tow: P lub Q.
Dla punktu P(3, —7) otrzymujemy:
—T7T=—-2:3+b,stad b= —-1.

Roéwnanie prostej ma zatem postac y = —2x — 1.

= =2

Cwiczenie 6
Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkty P i ().

a) P(4,5), Q(—4,9) b) P(4,-13), Q(2,-7) ¢) P(3,3), Q(1,1)
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Zadania

s

Odczytaj z rysunku wspolrzedne wierzchol-
kéw trojkata ABC. Podaj wspolezynniki kie-
runkowe prostych zawierajgcych boki tego
trojkata.

Oblicz wspdlezynniki kierunkowe prostych,
w ktorych sa zawarte boki czworokata ABC D,
gdzie: A(—4,-2), B(2,1), C(0,3), D(—5,4).

Oblicz wspdlezynnik kierunkowy i wyznacz rownanie prostej przechodzace]
przez punkty P i Q.

a} P(3~4) Q{T"G) {} P{,%-]-}" (9(%1_1} {1) P{_2- "_'6)' (2{8_6}
b) P(-2,7), Q(2,-1) d) P(3,%), Q2.5 f) P(V3,4), Q(3V3,10)
Oblicz wspolezynniki kierunkowe i wyznacz rownania prostych zawieraja-

cych boki czworokata ABCD. Uzasadnij. ze czworokat ten jest rownole-
globokiem.

a)

Oblicz wspoélezynniki kierunkowe prostych, w ktérych zawieraja sie boki
czworokata PQQRS. Uzasadnij, ze czworokat ten jest trapezem.

a) P(0,-5), Q(9,1), R(6,11), S5(—6,3)

b) P(-8,5), Q(-6,-2), R(4,-6), 5(7,-1)

Dane sa punkty A. B, C'i D. Wyznacz wartos¢ parametru m., wiedzac, ze
proste AB 1 C'D sa réwnolegle.

a) A(—-1,-3), B(9.2), C(5,4), D(1,m)

b) A(9,m), B(4,—m), C(9,2), D(3,6)

Dane sg punkty K(—4,5), L(4,—1), M(0,8), N(m, ym). Wyznacz wartoéé
parametru m, dla ktorego proste KL i M N sa réwnolegle.

5.4. Wspdiczynnik kierunkowy prostej
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8. Dany jest czworokat o wierzcholkach A(-2,4), B(-3,-2), C(4,1 — m?)
i D(0,4). Wyznacz wartos¢ parametru m, wiedzac, ze wspolezynniki kie-
runkowe prostych. w ktorych zawieraja sie przekatne czworokata ABCD,
sa liczbami przeciwnymi.

@ 9. Udowodnij ponizsze twierdzenie.

Roéwnanie prostej o wspolezynniku kierunkowym a przechodzacej przez
punkt (z,.y;) mozna zapisa¢ w postaci y — y; = alx — ;).

10. Zapisz w postaci y — y; = a(x — ;) rownanie prostej réwnoleglej do pro-
stej [ 1 przechodzacej przez punkt P.

a) I: y=2x+38, P(2,1) ¢) I: y=—Ix+8, P(2,-9)
b) I: y=Tae—1 P(-3,-5) d) I: y=+v2z -7, P(-1,v2)

@ 11. Uzasadnij, ze jesli prosta nie jest rownolegla do osi OY, to jej réwnanie
mozna zapisa¢ w postaci:
Y=y1 _ y2-y

r—a Ta—I]

gdzie (xy,yy) 1 (@2, y2) sa réznymi punktami nalezacymi do tej prostej.

12. Przeczytaj podang w ramce informacje.

Na wykresie przedstawiono, jak zmie- ¥ v T} C(5,420)
niala si¢ droga podczas pigciogodzinnej ~ 420 e
jazdy samochodem. Punkty Ai B wy- 360 o e
kresu odpowiadaja poczatkowi i koti- 1 /0
cowi jazdy autostrada. Aby obliczyé, | /B(3,300)
2 jaks, predkoicia jechal wtedy samo- 240 . NS, (e
chéd, korzystamy ze wzoru v = 2 180 [ fl o
v == = 120 [km/h] RO N N7 i AN SO M
Zwrdé uwage na to, ze predkodé v jest g Atlﬁﬂ} .
rowna wspolezynnikowi kierunkowemnu g s ]

prostej AB. O 1 2 3 4 5

a) Oblicz wspélezynniki kierunkowe prostych OA i BC. 7 jaka srednia
predkoscia jechal samochod w ciagu pierwsze) godziny jazdy, a z jaka
w ciagu dwoch ostatnich godzin?

b) Oblicz wspolezynnik kierunkowy prostej OC' i podaj jego interpretacje.
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Nachylenie trasy

Wspolczynnik kierunkowy prostej mowi nam o jej stromosci,
czyli o jej nachyleniu do poziomu.

Nachylenie trasy

Machylenie trasy czesto podaje sie w procentach.
Wyraza sie je wzorem:

h
HZE'TDU’% a [/_’

d

Machylenie rowne 100% odpowiada katowi 45°, a nachylenie 10% - katowi okoto 6°.

Kat a 5° 10° 15° 20° 30° 45°
Machylenie @ ok. 9% ok. 18% ok. 27% ok. 36% ok. 58% 100%

Skocznia narciarska

Majwieksza skocznia narciarska na swiecie znajduje sie w Vikersund
w MNorwegii. Ma ponad pot kilometra diugosci: od najwyzszej belki
startowej do konca odjazdu jest okolo 570 metrow. Maksymalne
nachylenie zeskoku to 38°.

El Wyszukaj informacje dotyczace nachylenia
poszczegolnych czesci skoczni narciarskiej:

rozbiegu, progu, grzbietu skoczni i zeskoku.
¥

prog
grzbiet

s s ey iy,

——



5.5. Warunek prostopadtosci prostych

D] Przykiad 1

L

Wykaz, ze proste y = 2z i y = — 3 sa prostopadle.

B(2,—1) do prostej y = —%;L‘ (rysunek obok).
Trojkaty prostokatne OFP A 1 BQO maja przypro-
stokatne takiej samej dlugosci, sa wiec przysta-

Punkt A(1,2) nalezy do prostej y = 2z, a punkt Y4 ;/H = 2
A

ja{fﬂ. 1 i

Przyjmijmy., ze S AOP = «, wowezas w trojkacie \ ks P Q
BQQO: 40OBQ = « oraz 4 BOQ = 90° — a. Stad 1 Ty
otrzymujemy: & Yy f B
JAOB =3 AOP+ ¥BOQ = a + 90° — a = 90° ) i S

Zatem proste y =2x iy = —%:r. sa prostopadle.

Cwiczenie 1
Udowodnij., stosujac metode pokazana w przykladzie, ze proste sa prostopadle.

a) y=3z i y=—3z b)y= %;1' i y:—%;zr ¢) y=v2r i y= —%g;r:

Twierdzenie

Proste y = ayx + by (a3 # 0) 1 y = asx + by sa prostopadle wtedy i tylko
wtedy, gdy a, = —i (czyli a; - ay = —1).

Przyktad 2

Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunkach I i Il sa prostopadle.
, e 1 I 11

I. Wspoélezynniki kierunkowe Y

Y e = I'l,.._z
; : : L yi= Fza
prostych k il sa odpowiednio et i
]

S AT ? niy=—-32x43

a; - ay = —1, wiec proste k11 “m,

sa prostopadle.

II. Wspolezynniki kierunkowe ] ™/
prostych m 1 n sa odpowiednio 3 5 ?
5 cas =12 1 g, = —2 O/ 1 5 (
" - i sl gy = =il D
ay - as # —1, wiec proste m i n : / kiy s i-’r"’.—"
nie sa prostopadle. ﬁ

liy=13z—1
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Cwiczenie 2
Sprawdz, czy proste przedstawione na rysunku sa prostopadle.

Przykiad 3

Oblicz wspolezynnik kierunkowy prostej k, jesli jest ona prostopadla do pro-

stej y = Sz — 4.

Oznaczmy przez a; wspolezynnik kierunkowy prostej k. Wowcezas:
= —1.. . 8
=T =

Cwiczenie 3

Oblicz wspolezynnik kierunkowy proste] prostopadlej do podanej prostej.

a) y=ziz+4 b) y = 9z c)y=—2ix—3 d) y=%z-1

[b] Cwiczenie 4
Uzasadnij, ze jesli proste y = a,x 1 y = asx sa prostopadle, to dla dowolnych
wspolezynnikow by, by prostopadle sa réwniez proste y = a,x+-by i y = asx+bs.

Przykiad 4

Prosta k ma rownanie y = %.1 + 2. Wyznacz
rownanie prostej [ prostopadlej do proste) k
i przechodzacej przez punkt P(—3,4).

Rownanie prostej [ ma posta¢ y = —f_”;;z: + b
(poniewaz | L k). Podstawiamy do réwnania

wspolrzedne punktu P(—3,4) i otrzymujemy
4=—2.(=3)+b,stad b= —1.

Prosta [ ma zatem rownanie y = —%;r. -

1
5

Cwiczenie 5

Wyznacz rownanie prostej prostopadlej do podanej prostej i przechodzacej
przez punkt P.

a) y=-3zx+2, P(0,-1) b) y = —0,1z, P(1,9) c)y= %r + 9, P(3,2)
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Przykiad 5
Miejscem zerowym funkeji liniowej jest liczba 3, a jej wykresem jest prosta [
prostopadla do proste) 4x + 3y — 7 = 0. Wyznacz réwnanie prostej L.

Roéownanie 4x + 3y — 7 = 0 przeksztalcamy do postaci kierunkowe;j:

L= —%:I-‘ + %
Stad réwnanie prostej [ ma pnst:a{: Yy = :‘il:r + b. Podstawiamy wspolrzedne
punktu (3,0) i otrzymujemy 0= 2 -3 + b, czyli b= —=£.

- . . . . 0}
Roéwnanie proste] | ma zatem postac y = %:r: — s

Cwiczenie 6
Miejscem zerowym funkeji liniowej jest liczba —2. Wyznacz réwnanie prostej
bedacej wykresem tej funkeji i jednoczesnie prostopadlej do podanej proste;j.

a) 3x+2y+6=0 b) 22 —1y—5=0 c) —iz+Jy+3=0
Przyktad 6 BEEME S
Wyznacz réwnanie proste] prostopadlej do proste; 1.1 N
y = 3 i przechodzacej przez punkt P(—2,1). ohadtin bt
Powyzsze warunki spelnia prosta r = —2. 5 I 7

Cwiczenie 7
Wyznacz rownanie prostej przechodzacej przez punkt P(6,—5) i prostopadlej
do prostej:

a) y= -3, b} £'= =3, c) & =—2v3.

Zadania

1. Wyznacz rownanie prostej prostopadlej do prostej [ i przechodzacej przez

punkt P.
a) l:y=-3z+ 1, P{3,—2) ¢) Ly= —%:r + 11, P(—4,-2)
b} L9 = %;L‘—Ij. P(4,1) d) Iy :3%.1‘—3. P(14,—4)
2. Wyznacz rownania prostych: AB, AC i BC. Czy trojkat ABC jest pro-
stokatny?
a) A(1,5), B(4,2), C(7,5) ¢c) A(-7,-2), B(8,-2), C(-2,3)

b) A(-2,-1), B(0,-3), C(4,5) d) A(41,6), B(-2,-1), C(41,-1)

2

3. Punkty: A, B, C'i D sa kolejnymi wierzcholkami rombu. Wyznacz rowna-
nia prostych, w ktorych sa zawarte przekatne tego rombu.

a) A(=2,—6), B(5,—3), C(8,4)  b) A(-1,-2), B(6,—1), D(—6,3)

B 228 5. Funkcia liniowa



[D] 4.

10.

Uzasadnij. ze przedstawiony na rysunku czworokat ABC' D jest trapezem.
Czy jest to trapez prostokatny?

£ 1
) Y4 C(5,5) ) Y} o

D(-3,2) n{—4.1% o
11 B(7,2) >

: g i X
2 =
A(-3,-2)

A(-5,-3)

Uzasadnij, ze czworokat PQRS jest prostokatem.
ﬂ) P{_E":D)! Q(_lv_[j): R(Sﬂ) 5(4:{])
b) P(-8,-2), Q(6,-8), R(9,-1), S(-5,5)

Punkty A(0,0) i C(2,8) sa wierzcholkami prostokata ABC' D, ktérego prze-
katna BD jest zawarta w prostej y = —i:tr + 4}. Uzasadnij, ze prostokat
ten jest kwadratem. Oblicz jego obwdd i pole.

a) Dany jest trojkat prostokatny ABC, ktorego przeciwprostokatna jest
zawarta w prostej y = 3z + 10, a odcinek o koncach B(—5,-5), C(3,-1)
jest przyprostokatng. Wyznacz wspélrzedne wierzcholka A.

b) Punkty A(—5,4) i C(4,—3) sa wierzcholkami trojkata ABC. Wyznacz
wspolrzedne wierzcholka B, jesli bok AB jest rownolegly do osi OY oraz
prosta y = —3x — 11 zawiera jedna z wysokosci tego trdjkata.

Wyznacz rownania prostych prostopadlych [, [ przecinajacych sie
w punkcie (2,4), jesli jedna z nich przecina 0§ OX w punkcie (—6,0). O ile
procent wieksze jest pole trojkata ograniczonego tymi prostymi i osia OX
od pola trojkata ograniczonego tymi prostymi i osia QY7

Korzystajac z podanej obok informacji,

o SN ) s Proste Ay + Byy + C; = 0
sprawdz, czy proste kil h::i;_ prostopadle. oras Aawr B s =0 sa
a) k:3x—4y+9=0, l:2x+3y=0 prostopadle wtedy i tylko wte-

b) k:dx +6y—3=0, l:3z— 2y =0 dy, gdy A1 4z + B1Bs = 0.

Dla jakich wartosci parametru m proste [, [ sa prostopadle?
a) hite4+my—9=0, 6:0,1lx—-0,02y+3=0
b) li:de—9y—-T=0, ly: (dm* —4)z —m?y+17=0

5.5. Warunek prostopadiogei prostych
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5.6. Interpretacja geometryczna
uktadu réwnan liniowych

Rozpatrzmy proste [, 1 [, opisane réwnaniami ukladu:
ayx + by = ¢
asx + by = ¢

Wspélrzedne punktéw (x, y) nalezacych jednoczesnie do obu prostych sa roz-
wiazaniami tego ukladu. Moze zachodzi¢ jedna z ponizszych sytuacji.

Y Y Yt
\ .~,:|-:‘_|-

[

P : e : / ,
/ O \ X X / ] X

Uklad oznaczony (ma jed- Uklad sprzeczny (nie ma  Uklad nieoznaczony (ma

no rozwigzanie) — proste rozwiazan) proste sa  nieskonczenie wiele roz-
przecinaja sie w jednym  rownolegle i rézne. wigzan) — proste pokrywa-
punkcie. ja sie.
Przykiad 1
Rozwigz graficznie uklad réwnan.

x4ty =-—3

3z —2y=-—4

Pierwsze rownanie po przeksztalceniu do po-

staci kierunkowe] ma postac y = —x — 3, a dru-
gie y = 2x + 2. Szkicujemy obie proste i od-
czytujemy wspolrzedne ich punktu przeciecia:

P(—2,-1)

Rozwiazaniem ukladu réwnan jest wiec para liczb: x = =2, y = —1 (popraw-

nos¢ rozwiazania mozna sprawdzi¢, podstawiajac je do ukladu réwnan).
Cwiczenie 1
Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwiazanie.

20 —y=—4 dr—y =23 r—y—3=0

a) b) C
z+y=1 —~T 42y =28 3x+y=1
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Przykiad 2
2r — 4y = —4

Rozwiaz graficznie uklad réwnan .
xr—2y=—6

Rownania ukladu przeksztalcamy do
postaci kierunkowej i szkicujemy obie
proste.

y=3zr+1
y=2z+3

Sa to proste rownolegle — nie maja punk-
tow wspolnych. Zatem uklad rownan nie

ma rozwigzania — jest sprzeczny.

Przykiad 3

Rozwiaz graficznie uklad réwnan.
r—3y=-3
2z — 6y = —6

Obydwa rownania opisuja te sama pro-

sta o réownaniu kierunkowym y = %.r.'+l.
Uklad ma zatem nieskonczenie wiele rozwiazan. Sa nimi wszystkie pary liczb
(x, 3z + 1), gdzie z € R.

Rozwiazaniami tego ukladu sa na przyklad pary: (—3,0), (0,1) czy (3,2).

Podaj trzy inne pary liczb bedace rozwigzaniami tego ukladu réwnan.

Cwiczenie 2
Rozwiaz graficznie uklad réwnan.
r—y=-—1 20 —y==6 -3z +2y=2

a) : b) oy : ¢) g .
—-z+y=3 05y —x=-3 6 —4y =8

Czasami nie musimy przeksztalca¢ rownan ukladu, aby okresli¢ czy jest on
0ZNACZONY. nieoznaczony czy sprzeczny. Wystarczy przyjrzed sie wspolezynni-
kom przy niewiadomych oraz wyrazom wolnym.

Cwiczenie 3
Okresl, czy uklad réwnan jest oznaczony, nieoznaczony czy sprzecziny.
2 —y=1 3z —2y=-1 2e+y=1
C
dr—2y =10 -3z +2y=1 —3rx+y=-4

5.6. Interpretacia geometryczna ukladu réwnan liniowych
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Zadania

1. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.

= 27 + & Jr—2y=4 20 -3y =06
ﬂ}{y 3% + 3 U){J? y e){J 3y==6

y+ax=1"7T 3x—y=>5 —%;r:-i—?y:--i
y=—2x+2 y—2r=4 y+x=9

b) 4 ? d) {? £ ¢
dy + 3z = —12 Oy — 2y = —3 y+3=—3zx

2. Rozwiaz graficznie uklad réwnan. Sprawdz otrzymane rozwigzanie.

) Jr+2y=9 0px+2y=1 y = 0x 4+ 2
a ¢ e :
r=34+2y y=2—ux 3—?4—3::':[}
y =2z —2 20 =6 —1 20— 1=z
b) ¢ R £ {7
—2z+3y==6 ==z 6y—3xr=3

3. Napisz uklad rownan, ktorego interpretacje geometryczna przedstawiono

na rysunku.

4. Rozwazmy uklad réwnan:
y=a,x + b
Yy = asx + by
Jakie warunki powinny spelnia¢ wspolezynniki: ay, a., by, by, aby uklad byl:
a) nieoznaczony, b) sprzeczny, ¢) oznaczony?’

5 .c .{f i:‘...ﬂ".+ i 1e v £ G ',...; AN CE % 1 £~
5. Dla jakich wartosci parametru & uklad réownan jest oznaczony, nieozna

czony, sprzeczny’
rT—1y=2 2T+="—1 dr —y=—1

a) . Y b) ’ ) S
kr+2y =4 x + ky = 4k r — k%y =1

B 232 5. Funkcia liniowa
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Narysuj rownoleglobok, ktérego boki sa zawarte w podanych prostych.
Wyznacz wspoélrzedne wierzcholkow tego réwnolegloboku.

a) y=z—2, y=2—-6, y+3=0, y—2=0

b) y = :_15.1.'-1-3._ Y = %:1%-2? y==20-17, y=-2x+8

¢)3x—y=-2, 3x—y=4, x—2y=6, x —2y=-14

Trzy boki trapezu prostokatnego ABC D sa zawarte w prostych: y = %m—?.

gp= %.r e % y = 2x + 3. Wierzcholek B jest punktem przeciecia osi OX
z prosta y = %1? — 2. Wyznacz wspolrzedne wierzcholkow tego trapezu.

Dany jest réwnoleglobok ABCD (ry- e Y“
sunek obok). NN

a) Punkt P jest punktem przeciecia
prostej AD z prostg y = —x+2. Oblicz
pole trojkata ABP.

b) Punkt @ jest punktem przeciecia
proste] BC' z prosta y = —2x 4+ 7. Ob-
licz pole trapezu ABQD.

Wierzcholki B i €' trojkata prostokatnego ABC' sa punktami przeciecia
prostej y = —%;r + 3 z osiami ukladu wspélrzednych. Narysuj ten trojkat
i odezytaj wspolrzedne wierzcholka A, jesli przeciwprostokatna ADB jest
zawarta w proste] y = %:L‘ —2.

Prosta AC dana jest rownaniem y = %.1.' — 1, a wierzcholek B kwadratu
ABCD ma wspolrzedne (—1, —8). Naszkicuj proste zawierajace przekatne
kwadratu i odezytaj wspolrzedne ich punktu przeciecia. Uzasadnij, ze dwa
wierzcholki tego kwadratu naleza do osi ukladu wspolrzednych.

Czy wiesz, ze...
Pole tréjkata o wierzchotkach: A(xy,4,), B(wa,y2), C(x3,y3) wyraza sie
WZOTen!:

P = zyo + xoys + Tays — T1ys — Tayy — Tayo|

Narysuj trojkat, ktorego boki sa zawarte w podanych prostych. Wyznacz
wspolrzedne wierzcholkow tego trojkata. Oblicz jego pole, korzystajac
z podanego powyzej wzor.

a) y=z+4, y=—32+1, y=-22+10
h)y:%ﬂ"-i—ﬁ. 3};‘::_'};]_-:_2‘I '.ij=—%:17—2

5.6. Interpretacia geometryczna ukladu réwnan liniowych
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*5.7. Uktady nierownosci liniowych

Kazda z dwoch czesei plaszezyzny, na ktore dzieli ja prosta, nazywamy pol-
plaszczyzna. Prosta ta jest krawedzia obu pélplaszezyzn. Polplaszezyzne za-

wierajaca swoja krawedz nazywamy polplaszczyzng domknieta. Polplaszezy-
zne, do ktérej nie nalezy zaden punkt z jej krawedzi, nazywamy poélplaszczyzng

otwarta.

Prosta l : y = ax+ b wyznacza dwie polplasz-
czyzny otwarte:

e zbior {(z,y) : * € R.y € Riy < ax + b}
jest polplaszezyna lezaca ponizej prostej [,

o zbiér {(z.y) :z € R,y e Riy > azx + b}
jest polplaszezyna lezaca powyzej tej prostej.

Przykiad 1
Zaznacz na plaszcezyznie zbior punktow spelnia-
jacych nieréwnosé¢ 2x —y+1 > 0.

Nierownosc¢ zapisujemy w postaci:

y<2r+1
Szukany zbior punktow jest polplaszezyzna
otwarta lezaca ponizej prostej y = 22 + 1.
Wspélrzedne punktéw tej proste] nie spelniaja

X =
Fo-
y>ar+b e
.--"“1--ll
.-"'1--ll i
- —= =S -
e 9] X
y <ar+b
I 4 £ i
naw
- [9xy150
| f i i o
T ey
i -le"_ ]
.::\"." i
A J‘;"'f"';'
R

nierownosci y < 2x + 1, wiec te prosta rysujemy linia przerywana.

Przyktad 2
Zaznacz na plaszezyznie zbior punktow spelnia-
jacych nieréwnosc %1‘.‘ +y+1=20.
Nierownosc¢ zapisujemy w postaci:
1y = —%.1.’ -1

Szukany zbior punktow jest polplaszezyzng do-

ki S (] v raeta 1 — — 2 —
mknigtg ograniczona przez prosta y = —zx — 1.

Wspolrzedne punktow tej prostej spelniaja nie-
IOWNHOSC Y 2 — 352 — 1. wiec te prosta rysujemy
linia ciagla.

Cwiczenie 1

;Yﬂ i

Zaznacz na plaszezyznie zbior punktow spelniajacych nieréwnosé:

a) —3x+2y—6>0, b)y>—3x—1,

5. Funkcja liniowa

c) y—2r < 3.



Przykiad 3
Podaj nieréwnos¢ opisujaca zaznaczona na rysun-
ku obok polplaszezyzne.

Wyznaczamy réwnanie prostej bedace) krawedzia RN
polplaszezyzny: N CHIE S A . X
Y = —%:1: + 2

Pélplaszezyzna jest otwarta, jej punkty leza ponizej prostej y = -%T + 2, wiec
szukana nieréwno$¢ ma posta¢ y < —Zx + 2.

Cwiczenie 2

Podaj nieréwnosé opisujaca zaznaczong polplaszezyzne.

a) i | ¥ e b) | i¥p i | c). i
: b s i i
e :
> -1 | X of 1 X
?IL. .E.. . ........é........
s £ i
.
Przyktad 4

Przedstaw ilustracje graficzna ukladu nieréwnosci.

r+y+1<0
y<3

Zaznaczamy odpowiednia polplaszezyzne

domknieta, ktorej krawedzia jest prosta

y = —x — 1. Dla drugiej nieréwnosci zazna-
czamy polplaszezyne otwarta ograniczong
z gory prosta y = 3. Czes¢ wspolna obu pol-
plaszezyzn jest zbiorem punktoéw, ktoryceh
wspolrzedne spelniaja uklad nieréwnosci.

Zauwaz, ze punkt (—4,3) nie nalezy do czesci wspolnej obu pélplaszezyzn.

Cwiczenie 3
Przedstaw ilustracje graficzna ukladu nieréwnosci.
-2r+y—3<0 r—y—2<0 x—3y+3=>20

a) b) | c
o —] —Oxr + 2y <0 24y =28
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Zadania

1. Przedstaw ilustracje graficzna ukladu nierownosci. Ktore z punktéw
P(6,1), Q(—3,5), R(8,—3) naleza do otrzymanego zbioru?

r—y+120 b) r—y+1>0 24+ y+120
a ) c
y+3=20 r—y—5<0 r+2y—T<0

2. Napisz uklad nieréwnoéci opisujacy zbioér punktéw przedstawiony na po-
nizszym rysunki.

R L]
L el R S SRy 4 I W, . ¥ i ; = -
81 X ol 11X
. : " 7 . .. . . P ..:.......E.... b .',:............,. T I ............l....

O] RN, X 1 [N &5 |

3. Napisz uklad nierownosci opisujacy zbior punktow lezacych wewnatrz troj-
I pIsujac;] I C] & J

kata ABC, jedli: a) A(1,2), B(5,—2), C(5,4), b)A(—6,7), B(0,1), C(2,3).

4. Pewien trojkat zostal opisany przez podany uklad nieréwnosci. Naszkicuj
ten trojkat i podaj wspolrzedne jego wierzcholkow.

y—x =20 3r+y—12<0 r+y+3=20
a) s y+ax<6 b) {3x—2y+6>0 ¢) S 2r—y—6<0
x+120 y+320 r—2y+3=20

5. Napisz uklad nieréwnosci opisujacy zbior punktéw przedstawiony na po-
nizszym rysunku.

6. Dane sa zbiory: A = {(x,y) € R* : y > 2},
B ={(z,y) € R?: z +y > 6},
C={(x,y) eR?: —z+y—2<0}.

Symbol R? oznacza zbidr
punktow plaszezyzny karte-
zjanskiej. czyli plaszczyzny

Zaznacz w ukladzie wspoélrzednych zbior: z wprowadzonym ukladem
d) ANnBnNC. {,) ( AU B) \ C. wspolrzednych.

' ' Sl O ;
b) (ANC)\ B, 4 (A\c)up. |® =l@y:zeRiyeR)
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Programowanie liniowe

Przyktad
Cheemy wyznaczy¢ najwieksza i najmniejsza wartos¢ sumy x +y dla punktow
(x,y) nalezacych do wielokata opisanego za pomoca ukladu nieréwnosci:

y > —2r+ 4 Ve
y<zr+1 4
’ 2
y > () 3
T <0 |
Wielokat ten przedstawiono na rysunku ;

vk 0 123456 X
Skorzystamy z twierdzenia mowiacego, ze wartos¢ najwicksza oraz wartosé
najmniejsza sumy r-+y jest osiagana w ktoryms z wierzcholtkéw (lub na calym
boku) danego wielokata.

Wierzcholkami wielokata sa punkty: (5,0),
(6,0), (6,4)1(2,2). Obliczamy dla nich war-
tosci sumy = + y:

(5,0):z+y=5+0=5

[5,[}}: r+y=64+0=6

(6.4): x+y=6+4=10

(2,2): 24+ 9=2+4+2=4

Zatem najwieksza wartoscia sumy x + y jest 10, a najmniejsza 4.

W powyzszym przykladzie przedstawiono proste zagadnienie z dzialu ma-
tematvki zwanego programowaniem liniowym. Drzial ten zajmuje sie zagad-
nieniami optymalizacyjnymi, czyli szukaniem najlepszego rozwiazania wsrod
wszystkich mozliwych (np. maksymalizacji zyskéw lub minimalizacji kosztow).
Programowanie liniowe bylo intensywnie rozwijane podeczas 11 wojny swiato-
wej, kiedy wykorzystywano je w logistyce.

1. Znajdz warto$¢ najwieksza i wartos¢ najmniejsza sumy = +y dla wielokata
opisanego ukladem nieréwnosci.

(y < 22+ 4 (y<2x+9 (2 —-6<0

y=2r—4 y=2r—=6 r=y+3=20
a) ¢ b) ¢ c)

y =2 —2 Y2 —x—3 r+y—7<0

lz<6 k‘;q,-'ﬁ—l:i.r.'—l—tfl (z+3y+320

Programowanie liniowe
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*5.8. Réwnania i nierdwnosci liniowe
Z parametrami

Przykiad 1
Rozwiaz rownanie a“r — 3 = a — x z niewiadoma x w zaleznosci od paramet-
ru a. Podaj rozwiazanie tego rownania dla a = —11a = 3.

2

ar—3=a—=zx

Lr ] P
az+r=a+3
Zauwaz, ze a”+ 1 £ 0

(@®*+1)z=a+3 /:(a*+1) dla a € R.

a+3 Otrzymane rogwiazanie row-
T a1l nania zalezy od parametru a.
Dla a = —1 otrzymujemy x = 1. natomiast dla a = 3 otrzymujemy x = :f

Uwaga. Zazwyczaj przyjmujemy, ze x jest niewiadomsg, chyba ze wyraznie
ZAZNACZONO Inacze].

Przykiad 2

Rozwiaz réwnanie a*r — 3 = a + 9r w zaleznosci od parametru a.
a’r—3=a+9

2 W
a‘r—9r=a+3 , o -
Jdauwag, ze wyrazenie a- — 9

({L.'a == 9).‘1-‘ =a+3 moze przyjmowac wartosé 0,

» Dlaa = —3 otrzymujemy réwnanie tozsamos$ciowe (spelnione przez dowolng
liczbe): Ox = 0.

o Dla a = 3 otrzymujemy rownanie sprzeczne: Oz = 6.

e Dla a € R\ {-3,3} mamy a* — 9 # 0. Réwnanie ma jedno rozwigzanie

a+3d __ a+3 1

postacl: T'= 9175 = Gra)a-5)  a-3°

Cwiczenie 1
Sprawdz, dla jakich wartosci parametru a podane rownanie: jest sprzeczne.
jest tozsamosciowe, ma jedno rozwiazanie — znajdz to rozwiazanie.

a) sar —4da=x+a b) (a—1)z+4=3x+a c) 4’z +3=a+z
Cwiczenie 2

Podaj. dla jakich wartosci parametréw a i b rownanie az + b = 0 jest tozsa-
mosciowe, sprzeczne, ma jedno rozwiazanie.

e 238 5. Funkcia liniowa



Przykiad 3
Sprawdz, dla jakich wartosci parametrow a 1 b rownanie ax + 4 = 2a + 2bx
jest: tozsamosciowe, sprzeczne, ma jedno rozwiazanie — znajdz to rozwiazanie.
Podaj rozwiazanie tego rownania dlaa=51b=1.

ar +4 = 2a + 2bx

ar —2br =2a—4

(a — 2b)x = 2a — 4

eDlaa—2b=0i2a—4 =0 (czylia=21b=1) réwnanie jest tozsamosciowe.
eDlaa—20=012a—4#0 (czylia#2ib= %ﬂ} rownanie jest sprzeczne.

2a-4

; s |55 s s - SR e
e Dla a — 2b # 0 (czyli b # 5a) réwnanie ma jedno rozwigzanie: x = s

Po podstawieniu ¢ = 51 b = 1 otrzymujemy r = 2.

Cwiczenie 3
Przeprowad? analize liczby rozwiazan rownania ze wzgledu na wartosci para-

metrow a 1 b. Wyznacz rozwiazanie tego rownania dlaa =21 b= —1.
a) 2ax —1=a*+bx d) az —b=2-bzx

b) e’z +2=5b— b’z e) 3ax —9 = 2bx + 3b

¢) bar + 3a = 2bx + b f) ar+a=3bx+b

Przykiad 4

Dla jakich wartosci parametru m miejsce zerowe funkeji f(x) = (m+1)x 4+ 2
jest liczba dodatnia?

1. Zauwazmy, ze dla m = —1 funkcja f nie ma miejsca zerowego — jest funkcja
stala f(x) = 2.
2. Dla m # —1 wyznaczamy miejsce zerowe funkeji f.
(m+1)x+2=0

(m+ 1)z = -2
—2
m+1

Nierownosé ?_31- > () jest spelniona, gdy m + 1 < 0, czyli dla m < —1.

Cwiczenie 4

Dla jakich wartodci parametru m miejsce zerowe funkeji f jest liczba ujemna?
a) f(z) =(m—2)z—4 ¢) fl)=(m2+ 1)z +m

b), f(®) = (Im+ )+ d) f(z) =-m*z+3—-m
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Przykiad 5

Dla jakiej wartoSci parametru k zbiorem rozwazan nieréwnosci (k+1)z—2 < 0
jest przedzial (—oc:1)?

Rozpatrzmy pomocnicza funkcje f(x) = (k + 1)z — 2. Zbiorem rozwiazan
nierownosci f(x) < 0 jest przedzial (—oc;1), gdy jest to funkcja rosnaca,
ktorej miejscem zerowyin jest 1.

» Funkcja f jest rosnaca, gdy £+ 1 > 0, czyli dla &k > —1.

» Miejsce zerowe funkcji f jest réwne 1, gdy 55 =1, cayli k = 1.

Zatem warunki zadania sa spelnione dla k = 1.

Cwiczenie 5
Wyznacz wartosé parametru £, dla ktorej zbiorem rozwiazan nierownosci jest
podany przedzial.

a) (k—3)r+2<0, (—o0;—2) ¢) kz+3 24z, (1;00)
b) (k+1)z+6>0, (—oc0;3) d) 2z < kzx +2, (—4;00)
Zadania

1. Dla jakich wartoSci parametru m réwnanie ma jedno rozwiazanie bedace
liczba dodatnia?

rJ x—m _ m+4 ]Z)) mae—m _ 1-2m {'.) max—=1

3 2 2 4 i

2. Okresl liczbe rozwiazan réwnania ze wzgledu na parametr m.

a) 2r —2=4+mx d) (1-2m)z=m?— 3
b) mx+2=m — 3x e) (m*—1)z=m?*+m
¢) (m+1lzxz=m*-1 £) (m?+2m)x=m?—4
3. Zbadaj liczbe rozwiazan rownania w zaleznodci od parametréw p i g.
a) 2pr —qr =p—4 d) pPr+q=p+q°z
b) pr+2=3x+q e) (z—p)(z—q)=2%+pq
<) pr+q’=p’—qu f) (@—p)P=2a"—qu

4. Rozwiaz réwnanie ar — 2x = 4a — 1:

a) z niewiadoma x i parametrem a, b) z niewiadoma a i parametrem .

5. Dla jakich wartosci paramatru k& miejsce zerowe funkeji f nalezy do prze-
dzialu (—2;2)7
a) f(z)=-3z+1-6k b) flz)=(x—k)?—-(z+k)?*+ k% E#0

I 240 5. Funkcja liniowa



5.9. Funkcja liniowa - zastosowania

Cwiczenie 1
Funkecja y = 1500 + 122 opisuje miesieczne koszty (w zlotych) firmy Skrzat
produkujacej krasnale ogrodowe: 1500 zl to koszt staly, 12 zl to koszt wypro-
dukowania jednego krasnala. x — liczba

krasnali. Y
a) Jaki byl pélroczny zysk firmy, jesli 9000
w tym czasie wyprodukowano 1800 kra- 7500
snali i sprzedano je po 37 zl za sztuke?  gooo
b) Naszkicuj wykres funkeji opisujacej
miesieczne koszty firmy, jesli podjeto
decyzje o produkeji wiekszych krasnali,
a koszt wyprodukowania jednego wy- 1500
niesie 18 zl (koszty stale bez zmian).

4500

3000

O 100 E{j[} 300 400 500 600 Tfj[} T':(
Cwiczenie 2

Firma produkujaca pokarm dla kotow ponosi koszty dzienne opisane za po-
moca wzoru y = 2x+800, gdzie 800 zl to staly koszt dzienny, x — liczba puszek
pokarmu wyprodukowanych dziennie, a 2 zl — koszt wyprodukowania jednej
puszki. Dochody firmy opisuje wzor y = 4, gdzie & jest liczba sprzedanych
dziennie puszek pokarmu. a 4 zl to ce-

; : ; oo e Yt

na jednej puszki. Przyjmujac, ze liczba 2800
wyprodukowanych i sprzedanych dane-

2400

go dnia puszek jest taka sama, podaj
wielkoé¢ dziennej produkeji, dzieki kto- 2000

rej firma osiagnie: 1600 . Y
a) zerowy wynik ekonomiczny (dochéd 1200 ---5---'-‘5*‘? e
jest rowny kosztom), 800 kL 50‘3_9
b) dzienny zysk w wysokosci 400 z1, 100 |

¢) dzienny zysk w wysokosci 1400 zl.

O 100 200 300 400 500 600 700 X
Cwiczenie 3

Wynajecie lokalu A na dyskoteke kosztuje 400 zl za sale i 10 zl za kazdego
uczestnika. Wynajecie lokalu B kosztuje 100 zl za sale i 15 zl za kazdego
uczestnika. Naszkicuj wykresy przedstawiajace koszty zorganizowania dysko-
teki w lokalach A 1 B w zaleznosci od liczby uczestnikow. Dla jakiej liczby
uczestnikow koszty te beda rowne?

5.9. Funkcja liniowa — zastosowania
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Zadania

1. Samochod A kosztuje 35 tys. zl i spa- Y
la 8 1 benzyny na 100 km. a samo- 70000 |
chod B kosztuje 40 tys. zl 1 spala 6 1 :
benzyny na 100 km. Niech z oznacza  goooolooioi
liczbe przejechanych tysiecy kilome-
trow, y — cene samochodu plus kosz-
ty paliwa w zlotych (pozostale kosz-
ty pomijamy). Na zamieszczonym

50000

obok wykresie przedstawiono laczny
koszt dla samochodu B, jesli cena S 6D CO O
benzyny wynosi srednio 4 zl za litr. 0 20 40 60 80 100 120 X

a) Naszkicuj analogiczny wykres dla samochodu A.
b) Jezeli zakupiono samochod B, to po przejechaniu ilu kilometréw zwréci
sie roznica w cenie?

2. Przeczytaj informacje dotyczace warunkow wypozyczenia rowerow w wy-
pozyczalniach Wagabunda i Szprycha (x oznacza liczbe godzin).

WYPOZYCZALNIA WAGABUNDA WYPOZYCZALNIA SZPRYCHA

» Rower gorski 10 zl + 2z zi * Rower gorski 6 zt 4+ 3z zt

« Rower dzieciecy 6 zl + 2z zl « Rower dzieciecy 2zl + 3z zl
Na wykresie obok przedstawiono tkoszt [z4] 1 ... .l
koszt W}-’pﬂﬁ}’ﬂi&ﬂlliﬂ roweru gérslcie- .57 o] MRS WSS WP IS - SRS - S
go w wypozyczalni Wagabunda w za- Y MM AN NN N M~ S
T o O i v s e
a) Naszkicuj analogiczny wykres dla 16 R e
wypozyczalni Szprycha. O M & o e S
b) Odezytaj z wykreséw, dla jakie] L i O R S e Y
liczby godzin korzystniejsze jest wy- [ i B e e
pozyczenie roweru gorskiego z wy- 10 _::_:::::::.::.::::::.:::::i::::.:::é:i:::::.:;::;z.-:;,;:ﬁl]\
pozyczalni Wagabunda, a dla jakiej 8 >

7 wypozyczalni Szprycha.

¢) Cheemy wypozyezyé dwa rowery gorskie i jeden rower dzieciecy. Dla
jakiej liczby godzin korzystniejsza jest oferta wypozyczalni Wagabunda?
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3. Piotr i Stefan wyruszaja na wycieczke ro- 30 km 105 kan
werowa do miasta C o tej samej godzinie. 4 B C
Piotr startuje z miasta B i jedzie ze stala predkoscia 15 km/h, a Stefan
z miasta A i jedzie ze stala predkoscia 22,5 km/h.

a) Naszkicuj wykres pokazujacy odleglos¢ Piotra od miasta C' w zaleznosci
od czasu oraz w tym samym ukladzie wspoélrzednych — wykres pokazujacy
odlegloddé Stefana od miasta C' w zaleznosci od czasu.

b) Po jakim czasie Stefan dogoni Piotra?

¢) O ile Piotr musialby zwigkszy¢ swoja srednia predkosé, aby Stefan do-
gonil go dopiero w miescie C'7

4. 7 miasta A o godzinie 8.00 wyjechal rowerzysta poruszajacy sie z predko-
Scia 20 km/h. Dwie godziny pdzniej z miasta A w te sama strone wyjechal
samochod. ktory poruszal sie z predkosdcia 60 km/h. Naszkicuj w jednym
ukladzie wspolrzednych wykresy zaleznosci liczby przejechanych kilome-
trow przez kazdy z pojazdow od czasu, jaki uplynal od rozpoczecia po-
drozy przez pierwszy z nich. Oblicz na podstawie wykresu:

a) o ktérej godzinie samochéd wyprzedzil rowerzyste,
b) jaki dystans dzielil rowerzyste i samochdéd o godzinie 10.30.,

¢) o ktorej godzinie samochod oddalil sie od rowerzysty o 40 km.

5. 7 Kartuz do odleglych o 15 km Ostrzyc wyruszyl pieszo turysta. Godzine
pozniej z Ostrzye do Kartuz wyjechal samochéd, ktory minal turyste po
15 minutach jazdy. Po polgodzinnym postoju w Kartuzach kierowca ruszyl
w droge powrotna. Po raz kolejny minal turyste zmierzajacego do Ostrzyc
po 50 minutach od ich ostatniego spotkania. Oblicz, ile czasu zajela tu-
ryscie droga z Kartuz do Ostrzye. Przyjmij, ze turysta szedl cala droge
w tym samym tempie, a kierowca w obie strony jechal z taka sama stala
predkoscia.

6. Z miejscowosci A do oddalonej o 40 km miejscowosci B wyruszyl rowe-
rzysta jadacy z predkoscia 16 km/h. Jednoczesnie z miejscowosci B do
miejscowosel A wyruszyl drugi rowerzysta, ktéry poruszal sie z ta sama
predkoscia.

a) Przedstaw na wykresie i za pomoca wzoru odlegloéé¢ kazdego z rowe-
rzystow od miejscowosci A w zaleznosci od czasu.

b) Zapisz wzor okreslajacy odleglosé miedzy rowerzystami w zaleznosci
od czasu. W jakim czasie od chwili rozpoczecia podrozy odleglosé ta byla
rowna 8 km?
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5.10. Zagadnienia uzupetniajace
M Piaszczyzna w trojwymiarowym ukladzie wspoétrzednych

Réwnanie ax + by + ¢z = d, gdzie a,b,c.d sa sta- 4

lymi oraz a. b, ¢ nie sa wszystkie jednoczesnie rowne

zeru, opisuje plaszczyzne w przestrzeni z trojwy- 1

miarowym ukladem wspolrzednych. 0]/ -
Rozwiazujac uklad trzech takich rownan. szukamy ¢ : A
punktow wspolnych trzech plaszezyzn. i

Na pierwszym rysunku przedstawiono przypadek. gdy uklad réwnan ma
dokladnie jedno rozwiazanie, na drugim — gdy uklad ma nieskonczenie
wiele rozwiazan, a plaszczyzny nie pokrywaja sie.

Na ponizszych rysunkach przedstawiono przykladowe sytuacje. gdy uklad

rownan jest sprzeczny.

<>

1. Wyznacz punkt wspolny plaszezyzn Py, P i Ps.
a) P:2c—y+z=4, Pde+y—2=2, Pu:3x—-3y+z=
b) Pie+2y+z2z=7,P:2x+y—2z=2, Ppzx+2y—2=9

el

2. Napisz rownanie plaszczyzny, do ktorej naleza punkty A, B i C.
a) A(1,1,0), B(2,1,-2), C(1,0,1) b) A(2,0,2), B(1,3,5), C(3,2,9)

3. Napisz rownania plaszczyzn. w ktérych sa zawarte Sciany prostopadlo-
Scianu o wierzcholkach: (0,0,0), (0,2,0), (1,0,0), (1,2,0), (0,0, 3), (0,2, 3),
(1,0.3),.(1,2,8).
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M Posta¢ parametryczna réwnania prostej

Innym sposobem opisu prostej jest posta¢ parametryczna. Na przyklad

uklad réwnan z parametrem t: V1
=244t
. gdzie t € R
y=3+42t

jest parametrycznym przedstawieniem prostej ~ AL
AB (rysunek obok). Opisuje on ruch punktu -‘f
0

po prostej AB. Dla t = 0 otrzymujemy punkt

A(2,3), adlat =1 - punkt B(6,5).
4. Naszkicuj prosta opisang parametrycznie.
x=—1+42¢ r=—-2-+1
a) ,edzie t € R b) I .gdziet e R
y=—=38+1 y=2-3t
Przykiad 1

Podaj rownanie kierunkowe prostej przedstawione] parametrycznie:
1
o= + 51
* L gdziet € R
H=3—=24
Z pierwszego rownania wyznaczamy t: t = 2z — 2 1 podstawiamy do dru-

1ego rownania:
e y=3—2t=3—2(2zx—2)

skad otrzymujemy y = —4x + 7.

@ 5. Uzasadnij, ze uklady réwnan: I, II i III, gdzie ¢ € R, opisuja te¢ sama
prosta.

r=1 x=—1+2¢ r=1-—1t
L I1. I11.
y=1+3t y=—2+ 6t y=4-3t
6. Prosta [ dana jest w postaci parametryczne;j:
r=2-3
,gdziet € R
y =4+ 2t
Podaj wartosé¢ parametru ¢, dla ktorego punkt A nalezy do prostej [.
a) A(-10,12) b) A(11,-2) c) A(2, %)
Czy punkty P(—1,2) i Q(8,4) leza na prostej [?
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7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Ruch kuli K toczace]j sie po prostej k opisuja rownania parametryczne:

=2t ) ) o
{ ,gdziet € R Y4 1
Ruch kuli K toczacej sie po prostej 1 | 1/~

opisuja rownania parametryczne:

. AEEREY 42008

=1 e e g e o s S

{ ,gdziet € R il B S
y=-—3+t Al E .

Czy kule K, i K, sie zderza? L/ iX

Wyznaczmy rownania kierunkowe prostych k: y = %.zr il:y=2z-3.
Proste k i | przecinaja sie w punkcie P(6,3). Zderzenie jednak nie
nastapi, gdyz kula K, bedzie w punkcie P dla t = 3, zas kula K,
dopiero dla t = 6.

Przemieszczanie si¢ slimakow S; i S, opisuja podane réwnania parame-
tryczne. Czy slimaki te sie spotkaja (f = 0)?

r=342t =3t

a) Sy : ! ) Sy : I
y=95-1 y=-—1+1t¢
xr = 06t &= 3t

b) Sp:d Y A
y=8—2t y=—44+ 2t

Rownanie prostej] w tréojwymiarowym ukladzie wspolrzednych mozemy
przedstawi¢ w postaci parametrycznej. Na przyklad prosta opisana row-
naniami: = 8

y=2—t ,gdziet € R

z=44+2t
przechodzi przez punkty A(3,2,4) dla t =0 oraz B(4,1,6) dla t = 1.

8. Ktore sposréd punktow P(3,1,2), (2(9,0,6), R(—3,7,2) naleza do podanej
prostej przedstawione) w postaci parametrycznej?

T=0—2 x=06—3t
a)  y=1+3t,gdziet € R b) { y=—2+43t,gdziet € R
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

8

10.

Wyznacz punkty przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukladu wspolrzed-
nych. Oblicz pole obszaru ograniczonego osiami ukladu wspoélrzednych
1 wykresem tej funkeji.

a) flz)= —%J-’ +3 b) f(x) = Ef:.‘?.‘ -8 ¢c) fl&)=-3x—-T7,5

Okresl monotonicznos¢ funkeji f w zaleznosci od parametru m.
a) f(x)=(m+ :_%}J! -7 b) f(z)=(6—2m)xz+9

Sprawdz, czy punkty: A, B i C naleza do wykresu tej samej funkcji liniowej.
a) A(—4,1), B(8,7), C(11,5) b) A(2,-7), B(3,-10), C(-2,5)

Oblicz k, jesli punkty P i (Q naleza do wykresu funkcji y = ax.

a) P(3,2), Q(5.k) c) P(1,8,24), Q(12,k)

b) P(k,6), Q(3.1) d) P(V6,k), Q(v2,2)

Wyznacz punkty przeciecia prostej [ z osiami ukladu wspolrzednych, jesli
jest ona réwnolegla do prostej k i przechodzi przez punkt P.

a) ke —2y+2=0, P(4,-1) b) k:dz+3y+6 =0, P(-3,1)

Uzasadnij. ze czworokat PQRS jest trapezem.
a) P(—5,—4), Q(7,4), R(1,4), S(—5,0)
b) P(—4,-3), @(0,-%), R(3,—%), S(-9,3)

Wyznacz réwnanie prostej przechodzacej przez punkt P(—3, —1) i prosto-
padlej do podanej prostej.

=

a) y=—4,5x -5 b)3z—-5y—1=0

Wyznacz rownania prostvch, w ktérych zawarte sa boki trojkata o wierz-
cholkach: A, B, C. Czy jest to trojkat prostokatny?

a) A(0,0), B(8.6), C(—6,8) b) A(-6,0), B(1,1), C(—3,4)
Wyznacz rownania prostych zawierajacych boki czworokata o wierzchol-
kach: A(—2,-3), B(4.0), C(2,4), D(—4.1). Uzasadnij, ze czworokat ten
jest prostokatem.

Rozwiaz rownanie z niewiadoma x w zaleznosci od parametru m.

a) m{z —6) =2z — 12 b) m(mz —1) =92+ 3

Zestawy powtdrzeniowe
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v
B Zestaw I

1. Wyznacz t, wiedzac, ze punkty: A, B, C naleza do tej samej proste;j.

a) A(t,0), B(—2,—6), C(2,-3) b) A(—4,-5), B(5,t), C(2,1)

2. Dla jakiej wartosci parametru k& wspolezynniki kierunkowe prostveh AB
i1 C'D sa liczbami przeciwnymi?

a) A(3,2), B(L,k), C(6,2k), D(4,1) b) A(4,4), B(2,3k), C(3,k), D(4,1)

3. Dla jakiej wartosci parametru m prosta 3z + 2y = 0 jest rownolegla do
prostej:
a) mx+ 6y +7=0,
b) 3ma + (m*+ 1)y —5=107?

Proste Ayx + Byy + €1 = 0 oraz
Asx + Boy + Cs = 0 sa:
= rownolegle, wtedy i tylko wtedy.
gdy A1 By — A2By =0,

4. Dla jakiej wartosci parametru m :
ka5 4 0 <) AR e = prostopadle, wtedy i tylko wtedy,

prosta @ + 4y —. = U jest prosto- edy AjAs + By By = 0.
padla do prostej:

a) (bm+1l)lz+y—8=0, b) 16mx + (m? +4)y + 13 = 07

5. Rozwiaz algebraicznie i graficznie uklad rownan.

r—y=—5 d3r—2y=2>5 0,5y - 0,125 =15
a) c) * e) . .
2z +y = —4 —6r + 4y = 8

1 _ -
Y~ @t = 3

.

dx—y=23 3r+ 4y = —19 2 0
b) I T B H{YT
r—3y=-—15 r—y=-1 y—1bx=>5

2

6. Przekatne rombu sa zawarte w prostych 3z +4y—10=01i4x -3y -5 =0,
a dwa sposrod jego bokéw w prostych x—2y—5 =01 x — 2y + 5 = 0. Nary-
suj podane proste i odezytaj wspolrzedne wierzcholkéw rombu. Wyznacz
rownania prostych, w ktorych sa zawarte pozostale boki rombu.

7. Narysuj trojkat prostokatny, ktorego boki sa zawarte w prostych &, [, m
1 odezyta] wspolrzedne jego wierzcholtkow. Wyznacz wspolrzedne spodka
wysokosci opuszezonej z wierzcholka kata prostego.

a) kiy=22+4+2, l:y= %;'17—3, m:y = —%:r:-l—a'i%
b) k:y=—2x—-7, l:y=22-3, m:y=3z+3

Eu

8. Punkty A(1.4), B(—2,-2), C(2,—4) sa kolejnymi wierzcholkami trapezu
prostokatnego ABCD. Wyznacz wspolrzedne wierzcholka D, jesli wia-
domo, ze lezy on na osi OX (rozpatrz dwie mozliwosci).
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Sposob na zadanie @

Przykiad 1
Prosta y = ax+b przechodzi przez punkty P i ). Wspolezynnik a jest ujemny,
gdy:

A P(-2.2), Q(-£.3) . P(-3,-4), Q(3.9).
B. P(3,-5),Q(L,9), D. P(~5,9), Q5.

Aby wskaza¢ poprawna odpowiedz, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych
sposobow.

o Obliczamy wspolezynniki kierunkowe prostych w kazdym z przypadkow A,

B,CiD.

\Y{
o Zaznaczamy punkty P i (Q w ukladzie wspolrzednych, S T I
aby sprawdzi¢, w ktorym przypadku prosta PQ jest wy- 1 Q |
kresem funkeji malejacej (na rysunku obok przedstawio- N,
no prosta P(@) dla przypadku D). o ! \ X
» Mozna zauwazy¢, ze w przypadku D: xp < zg (gdyz —2 < I) oraz yp > yg

(gdyz %' > 2), zatem prosta PQ jest wykresem funkcji malejacej, czyli a < 0.

i
Odpowiedz: D

Przykiad 2

Ktora para punktéow nie nalezy do prostej y = ax + 2 dla zadnej wartosci
wspolczynnika a?

A. (-8,-5), (8,9) C. (-8,-6), (4,-2)

B. (-9,6), (9,—2) D. (—10,4), (5,1)

Aby wskaza¢ poprawng odpowiedz, mozemy postapi¢ na jeden z ponizszych
sposobow.

» Sprawdzamy wspélliniowosé podanych punktéw z punktem (0,2) w kazdym
z przypadkéw A, B, C i D.

o Zauwazamy, ze prosta y = ax + 2 nie moze przechodzic¢ jednoczesnie przez
punkty nalezace do III i IV éwiartki ukladu wspélrzednych (patrz rysunki),
a takie punkty podano w przypadku C.

aFQ i ;i ¥ i a=0 Yt

Odpowiedz: C
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1;

Przez ktora ¢wiartke ukladu wspolrzednych nie przechodzi wykres funkeji
flz)=—32+47
A. 1 B. II C. III DIV

Prosta przechodzaca przez punkt (3.6) i przecinajaca o§ OX w punkcie
0 odcietej rownej —1 przecina os OY w punkcie:

A. (0,2), B. (0.3), C. (0,=3), D. (0, —6).

1o
Do wykresu funkeji f(z) = (V3 — v2)x — 1 nie nalezy punkt:

A. (V3++v2,0), C. (v/3,3 —V6),

B. (\/:_]‘-\/54_2\/6]~ D. (V@'l\/g_g)

Ktora para punktéw nie nalezy do prostej y = a(x—2) dla zadnej wartodei
wspolezynnika a?

A. (471)3 (_47_3) C. (_3!_2)! (_173)

B. (-3,-10), (1,-2) D. (1,3), (3,-3)

Prosta y = (V2 — 1)z — 1 jest prostopadla do prostej o wspélezynniku
kierunkowym réownym:

A, =1 =9 B, =14%% C. 14 2, D. 1-=4/2.

Prosta (4 —m®)xz + (1 — m)y +m = 0 jest wykresem funkcji rosngcej dla:

A.m=2, B. m = 2, G.m=1; D. m=-2.
Proste y = ma + 32 i y = ma — s

A. sa prostopadle dla m = 0, C. sa prostopadle dla m = —1,
B. sa prostopadle dla m = 1. D. nigdy nie sa prostopadle.

Przekatne czworokata o wierzcholkach (—3,-5), (2,-5), (5,1), (=2.7)
przecinaja sie w punkcie:

A, (1,=2), B. (1,-1), C. (-2,-1), D. (-2,-2).
Ille punktéw (z,y) o obu wspélrzednych catkowitych dodatnich nalezy do
polplaszezyzny opisanej nieréwnoscia y < —:1;(;1: — 8)7

A. 9 B. 12 C. 16 D. 18
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

B Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Dla jakiej wartoéci wspoélezynnika ¢ miejsce zerowe funkeji f(x) = %:}‘. + ¢ jest
rowne 67

Zadanie 2 (2 pkt)

Oblicz pole trojkata ograniczonego prosta y = 7%.‘1’,‘ + 3 1 osiami ukladu wspol-
rzednych.

Zadanie 3 (2 pkt)

Uzasadnij, ze proste y = %r —(1—2)iy=04x — (x — 1) sa prostopadle.
Zadanie 4 (2 pkt)

Wyznaez réwnanie prostej k. jesli wiadomo, ze jest ona prostopadla do prostej
I: y = Lx+ 21 przecina 0§ OX w tym samym punkcie co prosta .

Zadanie 5 (2 pkt)
Znajdz najwieksza liczbe calkowita m, dla ktorej prosta y = (é}m +9)z—4
jest wykresem funkeji malejace].

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

[b] Zadanie 6 (4 pkt)

Dwa boki trojkata sa zawarte w prostych y = —%;r—l—ﬁl iy = %.‘r — 6. Uzasadnij,
ze jesli punkty P(2,—4) i Q(—2,2) naleza do trzeciego boku tego tréjkata, to
jest on prostokatny.

Zadanie 7 (4 pkt)
Punkty: A(0, —5), B(8,—3), C(4,5) sa wierzcholkami réwnolegloboku ABCD.
Wyznacz rownania prostych, w ktorych sa zawarte odeinki AD i CD.

Zadanie 8 (4 pkt)
Punkty (—3,—5) i (3,4) sa wierzcholkami tréjkata prostokatnego, ktérego
przeciwprostokatna jest zawarta w prostej x = —3. Oblicz pole tego trojkata.

Zadanie 9 (5 pkt)
Prosta y = %J + 5 przecina osie ukladu wspoélrzednyeh w punktach A i B,
a prosta y = 1,52 — 6 — w punktach C' i D. Oblicz pole czworokata ABCD.

Zadanie 10 (6 pkt)
Wyznacz punkt przeciecia przekatnych prostokata PQRS, jesli wiadomo, ze

P(—3.0), S(—1,4), a punkt R lezy na osi OX.

Przed matura



@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz jest zakodowana: ma forme trzech cyfr opisanych
w poleceniu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Prosta y = ax + b jest prostopadla do prostej y = v3z + 4 i przechodzi przez
punkt P(v/3, 7). Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po przecinku
liczby a + b.

Zadanie 2 (2 pkt)

Punkty A(—1,2), B(—2,-1), C(4,—2) sa kolejnymi wierzcholkami réwnole-
globoku. Bok C'D tego réwnolegloboku zawiera sie w proste] przecinajacej
08 OX w punkcie (z,,0). Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyiry po
przecinku liczby x.

Zadanie 3 (3 pkt)
Zakoduj cytre setek, dziesiatek 1 jednosci najmniejszej liczby catkowitej m # 0,
dla ktorej rozwiazaniem ponizszego ukladu rownan jest para liczb dodatnich.

20 —y=m—170
max + my = 2m* — 550m

Zadanie 4 (3 pkt)

Oznaczmy przez n liczbe punktéw o obu wspoélrzednyeh calkowitych naleza-
cych do trojkata, ktorego boki zawieraja sie w prostych x =0, z — 3y +9 =10
i 3v —y — 5 = 0. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednodci liczby n®.

(D] Zadanie 5 (4 pkt)
Udowodnij, ze proste dane réwnaniami y = m?z 42z iy = —n’z — o — 2
przecinaja sie w punkcie nalezacym do I1II éwiartki ukladu wspolrzednyceh dla
dowolnych wartosci parametréw m i n.

(0] Zadanie 6 (4 pkt)
Udowodnij. ze do prostej y = v6x — 1 nalezy tylko jeden punkt o obu wspél-
rzednych wymiernych.

(D] Zadanie 7 (5 pkt)
Dwa boki trojkata prostokatnego sa zawarte
w prostych k i [, a trzeci bok jest zawarty
w prostej przechodzacej przez punkt P (ry-
sunek obok). Uzasadnij, ze pole tego trojkata
jest rowne 10 lub 20,
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6 Planimetria

Jednym z poje¢ omawianych w tym rozdziale jest pojecie kata. W zeglar-
stwie od kata miedzy kierunkiem wiatru a kursem jachtu zalezy ustawienie
zagli. Na ponizszych rysunkach podano nazwy kurséw jachtu wzgledem wiatru
(strzalka w oznacza kierunek wiatru, punkt .JJ — polozenie jachtu, a strzalka &
— kurs obrany przez jacht).
1. l.m 2 Lt{! 3. lw 4. l.u_,
:

' |
Jl o
k

la / k
I o

J J k
bajdewind polwiatr baksztag fordewind
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6.1. Miary katow w trojkacie

Trojkat to figura wyznaczona przez trzy punkty nielezace na jednej prostej.
Kazdy z tych punktéw jest wierzcholkiem trojkata, a odcinki laczace wierz-
chotki nazywamy bokami. Trojkaty mozna klasyfikowac¢ ze wzgledu na ich

katy.

N
Trojkat ostrokatny ma Trojkat prostokatny Trojkat rozwartokatny
wszystkie katy ostre. ma jeden kat prosty. ma jeden kat rozwarty.
(Kat ostry to kat o mie- (Kat prosty to kat (Kat rozwarty to kat

rze mniejszej od 90°.) o mierze rownej 90°,) o mierze wiekszej od 90°

i mniejszej od 180°.)

Twierdzenie

Suma miar katow wewnetrznych trojkata jest rowna 180°.

Dowod
Rozpatrzmy trojkat ABC (rysunek obok). Ry-
sujemy pomocniczg prosta [ rownolegla do
boku AB, przechodzaca przez wierzcholek C.
Katy a i o' sa rowne (sa to katy naprzemian-
legle). Réowniez katy 31 3’ sa réwne (jako katy
naprzemianlegle). Zatem a+ 34y = o'+ [3'+7. A
o + 3 4+~ = 180°, wigc rowniez:

a4+ G4+ v=180°

Udowodnili$my w ten sposéb, ze suma miar katéw wewnetrznych w dowolnym
tréjkacie jest réwna 180°.

Uwaga. Tam. gdzie nie powoduje to nieporozumien, bedziemy zamiennie uzy-
. 8 I 1 I y D€ ¥ ¥

wac okreslen .kat” i ,miara kata”.

Cwiczenie 1
a) Wykaz, ze trojkat ABC, w ktorym kat B jest dwa razy wickszy od kata A,
a kat C jest trzy razy wiekszy od kata A, jest trojkatem prostokatnym.

b) Stosunek miar katéw tréjkata jest jak 1:4:5. Podaj miary tych katow.
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Dwusieczna kata nazywamy polprosta o poczatku
w wierzcholku kata, dzielaca ten kat na dwa katy
przystajace.

] [

Przykiad 1
Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzcholku B. Dwusieczna kata BAC przecina bok BC' w punkcie P.

Oblicz miare kata APC'.

C

Trojkat ABC jest prostokatny réwnoramienny, wiec:
JBAC =4 BCA = 45°

Stad:
JCAP =1 45° =225

Zatem < APC = 180°—(45°+22,5°) = 112,5°.

A B
Cwiczenie 2

Dany jest trojkat prostokatny ABC o kacie prostym przy wierzcholku C.
Dwusieczna kata BAC przecina bok BC w punkcie P. Oblicz miary katéow

tréjkata APB, jedli: a) $BAC =30°, b) IBAC = 35°. "

Cwiczenie 3
Dwusieczne katéow trojkata ABC (rysunek obok) dziela
go na szesé trojkatow. Wyznacz miary katow tych
trojkatow, jesli miary katow CAB i CBA

sa odpowiednio réwne 32° i 108°.

Zadania

1. Wyznacz miary katow o 1 3. 7

2. Stosunek miar dwoch katow tréojkata wynosi 2:3, a miara trzeciego kata
jest o 26 wieksza od miary najmniejszego kata. Wyznacz miary katow
tego trojkata.
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3. Wyznacz miary katéw a. 31i.
a) A

AB||CD |AC| = |BC|

D C

4. Do wykonania pomiaréw geodezyjnych
wykorzystuje sie metode zwang
triangulacja. Polega ona na po-
dzielenin mierzonego obsza- A
ru na przylegajace do siebie
trojkaty, czyli utworzeniu tak zwa-
nej siatki triangulacyjnej. Okresl miary B C
pozostalych katow narysowanego obok fragmentu siatki triangulacyjnej.

5. Wyznacz miary katéw przyleglych,

jesli ich stosunek jest rowny 1:4. Dwa knty sa przylegle, jesli maja

wspolne ramie, a ich pozostale ra-
@ 6. Uzasadnij, ze dwusieczne katéw | miona dopelniajg sie do prostej.
przyleglych sa prostopadie.

7. Wyznacz miary katow zewnetrz-

; fl, st : Kat zewnetrzny trojkata to kat
nych trojkata, jesli miary jego ka-

: przylegly do kata wewnetrznego
tow wewnetrznych sa w stosunku tego tréjkata.

1:2 6.

@ 8. Wykaz, ze miara kata zewnetrzne- 3
go v trojkata jest rowna sumie miar
katéw wewnetrznych a i 3.

@ 9. Wykaz, ze suma miar katow wewnetrznych w czworokacie jest rowna 360°.

10. Ile wynosi suma miar katow wewnetrznych:

a) w pieciokacie, b) w szeSciokacie, c) w n-kacie?

11. Ile bokéw ma wielokat, w ktorym suma miar katéw wewnetrznych jest
rowna 144077

12. Przekatne poprowadzone z jednego wierzcholka pieciokata foremnego po-
dzielily pieciokat na trzy trojkaty. Podaj miary katow tych trojkatow.
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Punkty specjalne w tréjkacie

Dwusieczna kata nazywamy polprosta
o poczatku w wierzchotku kata, dzielaca
ten kat na dwa katy o rownych miarach.

Dwusieczne katéw tréjkata przecinaja
sie w jednym punkcie.

B
Symetralng odcinka nazywamy prosta pro-
stopadla do tego odcinka, przechodzaca
przez jego srodek.
Syvmetralne bokow tréjkata przecinaja @)
sie¢ w jednym punkcie. 2

Wysokoscia trojkata nazywamy odcinek C
prostopadly do boku tréjkata. laczacy ten
bok (lub jego przedluzenie) z przeciwleg-
tym wierzcholkiem.
Proste zawierajace wysokosci trojkata
przecinaja sie w jednym punkcie. e
A B

Punkt przeciecia wysokosci trojkata nazywamy ortocentrum trojkata.

) C
Srodkowa trojkata nazywamy odcinek la-
czacy wierzcholek trojkata ze srodkiem
przeciwleglego boku.
Srodkowe tréjkata przecinaja sie w jed-
nym punkcie.

A B

Punkt przecigcia srodkowych trojkata nazywamy Srodkiem ciezkosci lub
barycentrum trojkata. Punkt ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2: 1,
gdy liczymy od wierzcholka.
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6.2. Trojkaty przystajace

Figury przystajace to, intuicyjnie, figury tego samego ksztaltu i wielkosci.
Dwa wielokaty sa przystajace, jesli ich odpowiednie boki i odpowiednie katy
sa rowne.

W tym temacie oméwimy przystawanie trojkatow.
Symbolem |AB| oznaczaé bedziemy dlugosé odeinka AB.
Cwiczenie 1

Trojkaty przedstawione na ponizszym rysunku sa przystajace. Wskaz pary
rownych bokéw 1 katow.

A B 3

Do stwierdzenia, ze trojkaty sa przystajace, nie jest konieczne pordéwnanie
az 6 par wielkosci (3 par katow i 3 par bokdéw). Przypomnijmy twierdzenia
pozwalajace wnioskowac o przystawaniu trojkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trojkata sa odpowiednio rowne trzem bokom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sa przystajace.

Jedlia=a,b=¥Hic=¢, to B B’
trojkaty ABC i A'B'C' sa przy-
stajace, co zapisujemy:

AABC = AA'B'C

Cecha BKB

Jesli dwa boki i kat zawarty miedzy nimi w jednym trojkacie sa odpo-
wiednio rowne dwom bokom i katowi zawartemu miedzy nimi w drugim
trojkacie, to trojkaty te sa przystajace.

Jesia=a',b=b1iv=7, to:

AABC = AA'B'C

& b A
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Cecha KBK

Jesli bok i dwa lezace przy nim katy w jednym tréjkacie sa odpowiednio
rowne bokowi 1 dwom lezacym przy nim katom w drugim trojkacie, to
trojkaty te sa przystajace.

Jeslib=V,a=a ivy=7, to:
AABC = AA'B'CY

C b A
Cwiczenie 2
Czy przystajace sa trojkaty, o ktorych wiadomo, ze:
a) trzy katy jednego z nich sa réwne trzem katom drugiego,

b) maja jedna pare réwnych katéow i dwie pary réwnych bokow?

Cwiczenie 3
Podaj ceche przystawania, na podstawie ktérej mozna stwierdzié, ze trojkaty
T, 1 T5 sa przystajace.

¢) D &
Ty
I,
A A B
AB || DE, |AC| = |CE] |AD| = |CD| AB| CD, AD | BC

@ Przykiad 1
Uzasadnij, ze dowolny punkt symetralnej odcinka jest réwno oddalony od
koncow tego odcinka.

Rozpatrzmy odcinek AB i jego symetralng 1, tj.

prosta przechodzaca przez srodek tego odcinka P
(punkt S) i do niego prostopadla.

Niech P bedzie dowolnym, réznym od S, punk-

tem syvmetralnej.

Korzystajac z cechy BKB, stwierdzamy, ze tréj- LN
katy ASP i BSP sa przystajace (uzasadnij). A 8 I B

Zatem zachodzi réwnos¢ |AP| = |BP|.

(0] Cwiczenie 4
Uzasadnij. ze symetralne bokéw dowolnego tréjkata przecinaja sie w jednym
punkcie.
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(0] Cwiczenie 5
a) Polprosta AP jest dwusieczna kata BAC (ry-
sunek obok). Uzasadnij, ze punkt P jest rowno
odlegly od ramion tego kata.
b) Uzasadnij, ze dwusieczne katéw dowolnego
trojkata przecinaja sie w jednym punkecie. &

Przykiad 2
Skonstruuj (narysuj za pomoca cyrkla i linijki) tréjkat o bokach dlugosei:
1.5 em; 2 ¢m 13 .cm.

|
1l /\
A 3 em B “TH"“-.. ]
M'-. f/'
Cy
krok 1. krok 3.

W kroku 2. z punktéw A i B zataczamy luki okregéw, ktore przecinaja sie
w punkcie (') oraz w punkcie Cl.
Konstrukcja trojkata jest mozliwa tylko wtedy. gdy najdhuzszy odcinek jest
krotszy od sumy dwoch pozostalyeh.
Nierownosc trojkata

Z odcinkow dlugosci: a, b, ¢ mozna zbudowac trojkat tylko wtedy, gdy:

a+b>c¢
gdzie ¢ jest dlugoscia najdiuzszego odcinka.

Cwiczenie 6
Czy boki tréjkata moga mie¢ dlugosci:

a) 2,2, VT, b) 7, 8, v/225, c)

O |

11
2% 5

Cwiczenie 7
Na ile sposobéw mozna zbudowac trojkat, jezeli mamy dane dwa odcinki diu-
gosci 2 dm, trzy odeinki dlugosei 3 dm i dwa odcinki dlugosei 5 dm?

. 260 6. Planimetria



Zadania

(0] 1

a) W prostokacie ABC'D punkt P jest srodkiem boku AB. ~

Uzasadnij, ze trojkaty APD i BPC sa przystajace.
b) Uzasadnij, ze punkt przeciecia przekatnych réw-
nolegloboku dzieli je na polowy.

Trojkat ABC jest réwnobocezny (patrz rysunek
Odcinki AD, BE i C'F maja réwne dlugosci. Ufa-

sadnij, ze trojkat DEF jest réwnoboczny.

Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC o kacie prostym przy
wierzcholku C. Srodkowe AP i BQ tego tréjkata przecinaja ﬂiQ w punk-
cie 0. Uzasadnij, ze trojkaty AOQ i BOP sa przystajace.

W tréjkacie réwnobocznym ABC (rysunek obok)
na bokach AB i BC' wybrano odpowiednio punkty
PiQ tak, ze |AP| = 2|BP|1i |CQ| = 2|BQ|. Od-
cinki AQ i CP przecinaja sie w punkcie S. Uza-

sadnij, ze trojkaty APS 1 CQ)S sa przystajace.

W eczworokacie wypuklym ABC D dwie pary bokéw sa rowne: |AB | = [B C|
oraz |[CD| = |DA|. Przekatne AC i BD tego czworokata przecinaja sie
w punkcie 0. Uzasadnij, ze trojkat AOB jest przystajacy do trojkata COB
oraz trojkat AOD jest przystajacy do trojkata COD.

Kula bilardowa odbija sie od bandy stolu

C B
bilardowego pod takim samym katem, pod P
jakim w nia uderzyla (ryvsunek obok). Kula > &
przebyla droge z P do S iz S do Q. gdzie a
S jest srodkiem bandy AB. Uzasadnij, ze @

D A

— |QD|.

Uzasadnij, ze jesli wysokosc trojkata zawiera sie w dwusiecznej kata tego
trojkata, to trojkat ten jest rownoramienny. o
W czworokacie ABC D (rysunek obok) katy
EFB i FEB sa réwne oraz |AE| = |CF)|.
Uzasadnij, ze:

a) trojkaty BAF i BCE sa przystajace,

b) ezworokat DEBF ma dwie pary bokéw
rownych. A
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6.3. Twierdzenie Talesa

Twierdzenie Talesa

Jezeli ramiona kata AOA' sa przeciete dwiema prostymi réwnoleglymi
AA"1 BB, to dlugosci odeinkéw wyznaczonych przez te proste na jednym
ramieniu tego kata sa proporcjonalne do dlu-
gosci odpowiednich odcinkéw wyznaczonych
przez te proste na drugim ramieniu:

|OA| . |A'B'| |OA| . |OB'|

0A| — [AB| 0A| ~ [0B| O

oraz

Cwiczenie 1
a) Dlugos¢ ktérego odcinka (rysunek obok) na-

lezy wstawié¢ w miejsce [7], aby otrzymac proporcje - C BD || CE
prawdziwa? Zapisz te proporcje w zeszycie.
? AB AC ?
W _ 4B |AC| _ A i
|AE|  |AD| |BC|  |DE]

b) Oblicz dlugosé odcinka AD, jesli: |[AB| = 3,6; |AC| = 5,4; |DE| =1,2.

Cwiczenie 2 \B \C S
Proste: BD, CE i ST (rysu- 2 ~
nek obok) sa réwnolegle.
[E] a) Uzasadnij, ze:
BC| _ |cs|
|DE|  |ET|
b) Oblicz dlugoéci odcinkéw: AD i DE, jesli |AS| = 10.

i 4 3 su b L i % i ; i
Zauwazmy, ze rOwnos¢ — = = zachodzi rowniez w sytuacji przedstawionej na
¢ ¢

rysunku ponizej (BD || CE).

Cwiczenie 3

Oblicz dlugosé odcinka E D (rysunek
obok), jeslia = 3.6, b =48, ¢ =45
oraz proste BD i C'E sa rownolegle.
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Cwiczenie 4

Kazda z trzech dzialek budowlanych polozonych
miedzy ulicami Klonowa i Wiazowa ma ksztalt tra-
pezu (rysunek obok). Oblicz dlugosci bokéw dzia-
tek I i I1I przylegajacych do ulicy Klonowej.

Przykiad 1

Klonowa

Za pomoca cyrkla i linijki podziel dany odcinek AB na trzy rowne czesci.

B

4 P B, B,

Odcinek AB umieszezamy na jednym ra-
mieniu kata. Na drugim ramieniu odmie-
rzamy trzy odcinki tej samej (dowolnej)
dlugosci. Sa to odeinki AP, Py P i Py Ps.

A P~
Przez punkt P; i B prowadzimy prosta
(prosta k), nastepnie konstruujemy dwie
proste rownolegle do prostej k przecho-
dzace przez punkty P i P (prostelim).
Patrz str. 283.

P P

Zgodnie z twierdzeniem Talesa odcinki wyznaczone na ramionach kata przez
proste rownolegle sa proporcjonalne, wiec opisana konstrukcja prowadzi do
podzialu odcinka AB na trzy réwne czesci.

Cwiczenie 5

Jak za pomoca cyrkla 1 linijki podzieli¢ dany odcinek:

a) na 5 rownych czedei,

b) na 7 réwnych czesci,

¢) w stosunku 4:57

Prawdziwe jest rowniez twierdzenie odwrotne do twierdzenia Talesa.

Twierdzenie

Jezeli odcinki wyznaczone przez dwie proste na jednym ramieniu kata sa
proporcjonalne do odpowiednich odcinkéw wyznaczonych przez te proste
na drugim ramieniu kata, to te proste sa réwnolegle.

Cwiczenie 6

a) Podaj przyklady proporcji odeinkow, z ktorych
wynika réwnoleglosé prostych kil (rysunek obok).
b) Uzasadnij, ze jesli |[AB| = 2,4, |AC| = 3.6,
|AD| =281 |DE| =14, to proste BD i CE sa

rownolegle.
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(0] Cwiczenie 7 C

I 264

Wykaz, ze w dowolnym tréjkacie odcinek la- /\

czacy srodki dwoch bokow jest rownolegly do

trzeciego boku. / \
A B

Zadania

1. Wiedzac, ze proste k, [ i m sa rownolegle, oblicz dlugosci x 1 y.

a)

45 [ 36 | v /[

2. Dany jest trapez ABCD o ramionach |AD| = 9 em, |BC| = 12 cm. Na
ramieniu AD wybrano punkty P i @ takie, ze |AQ| =7 cm i |DP| =5 em.
Oblicz dlugosci odeinkéw, na jakie proste rownolegle do podstaw trapezu
i przechodzace przez punkty P i () podzielily ramie BC.

3. Na rysunku pokazano, jak — majac dane od-
cinki o dlugosciach 1 i a — skonstruowac od-
T 0 S (R c. T DU e
cinek o dlugodci # = <. Opisz, jak majac
dane odcinki o diugosciach 1 i a, skonstruo-
wac¢ odcinki o dlugosciach a® i a®.

4. Opisz, jak podzieli¢ dany odcinek w stosunku 1: /2.

5. Sprawdz, ktore z prostych &, [ 1 m sa réwnolegle.

b)
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Punkty: P, @ i R sa $rodkami odcinkéw: AB, BC' i DE (rysunek ponizej).

A P B 0 C
@ a) Wykaz, ze trojkat PQR jest prostokatny.
b) Oblicz obwody tréjkatow BDE 1 PQR, jesli |[AB| =061 |[CD| = 4.

Dowod twierdzenia Talesa

Zakladamy, ze proste k i [ sa réwnolegle (rysunek ponizej).

Trojkaty ADB i DEB maja
wspolng wysokosé hy, zatem:

FADH . :i‘(‘-hl __ e
PD‘EH %dh-l il

Trojkaty ADB 1 CBD maja
wspolna wysokosc he, zatem:

Papp _ zohs
IJC‘HI} o %Mt;}

=&
b

Tréjkaty DEB 1 CBD maja
wspolna podstawe BD oraz te
sama wysokos¢ (gdyz proste
k il sa rownolegle). Zatem:

Ppeps = Popp

. LI ¥ s w . L [ 4 # LR
Na podstawie powyzszych rownosci otrzymujemy = = lub rownowaznie
(7] 7}

o o

[ - s B # “ ” PR/
@ 7. Skorzystaj z oznaczen na rysunku powyzej i uzasadnij, ze z rownosci ==

i P - a—+h
wynika rownosé — = .
e e-td
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6.4. Wielokaty podobne

Dwie figury geometryczne sa podobne, jesli sa tego samego ksztaltu, lecz nie-
koniecznie tej samej wielkosci. Na przyklad podobne sa dwa dowolne kola,
dwa dowolne kwadraty czy tréjkaty rownoboczne.

Na rysunku ponizej podobne sa czworokaty Fy 1 Fi. Zaden z nich nie jest
podobny do czworokata Fj.

A A

Dwa wielokaty sa podobne, jesli ich odpo-
wiednie katy sa réwne, a odpowiednie boki
proporcjonalne.

Jesli figury F) i F, sa po-
dobne, to piszemy F} ~ F,.

D] Przykiad 1

Uzasadnij, ze rownolegloboki F| i F» sa podobne.

-
Dlugosci bokéw rownoleglobo- 18
kow F} i Fg sa proporcjonalne, 10
poniewaz 12 = L a ich odpo- . F 12
wiednie katy sa réwne. Zatem Fy

! 120°
F 1 ™ Fg.

Cwiczenie 1

Dany jest prostokat P; o bokach a = 2,41 b = 1,8. Sprawdz, czy prostokat ten
jest podobny do prostokata P, o bokach ¢ i d.

a) c=36, d=2,7 b)e=4, d=6 c) e=5b4, d=T72
Cwiczenie 2
Sprawdz, czy rownolegloboki F i F sa pod(ﬂ}ne.

a)

7 e T
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Stosunek dlugosci odpowiadajacych sobie odcinkow w wielokatach podob-
nych nazywamy skala podobienstwa (zwykle oznaczamy ja literg k).

Przykiad 2 2.6
Prostokaty P, i P, (rysunek obok) sa 2.7 :
podobne. Podaj skale podobienstwa ' "
prostokata P, do prostokata P, oraz 1.5 P - 5
prostokata P, do prostokata P,.
Skala podobienstwa prostokata P do prostokata P, jest réwna:
2 i
Kis=ge=gs
A& mwrace. de rhwnies 218 — 4
Zwroc¢ uwage, ze rowniez ;= = 3.
Skala podobienstwa prostokata P, do prostokata P, jest rowna:
ko = L8 — 3 Zauwaz, ze skale podobienstwa
& 2 4 kq i k2 sa liczbami odwrotnymi.

Zwroé uwage, ze jesli figury Fy i1 F, sa przystajace, to sa podobne, a ich skala
podobienstwa jest rowna 1.

Cwiczenie 3
Figury F) i F5 sa podobne. Podaj skale podobienstwa figury Fy do figury F;
oraz skale podobienstwa figury F) do figury F;.

a) 1,4 b) _
3.9 2
1.2
; Fs 2.6 F
2,1 Fy F
3.6 2
Przykiad 3

Dane sa prostokaty: P; o bokach a; = 51 b, = 8 oraz podobny do niego P;
o krotszym boku a, = 15. Oblicz dlugosé drugiego boku prostokata Ps.

Oznaczmy przez b, dlugosé szukanego boku. Prostokaty sa podobne, zatem:
ba 15 by _ a3

8 5 by a

Stad 22 = 3, cayli by = 24.

Diugosé boku by, mozemy tez wyznaczy¢, obliczajac najpierw skale podobien-
stwa. Skala podobienstwa k prostokata P, do prostokata P, jest rowna 3, co

0ZNAacza, 7e: .
bh=k-8=3-8=24
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Cwiczenie 4

lzworokaty ABCD i A'B'C'D' sa podobne. Oblicz skale podobienstwa wiek-
szego czworokata do mmniejszego oraz brakujace dlugosci bokow tych czworo-
katow.

b) g2

S

A 12,5 B

Cwiczenie 5
Przeczytaj informacje w ramce, a nastepnie
wyznacz szukane wielkosei.

Jesli dwa wielokaty sa podobne
w skali k, to proporcjonalne sa
nie tylko ich boki, lecz takze
inne odpowiadajace sobie od-

Dany jest réwnoleglobok ABCD o bokach cinki, na prayklad wysokodel

dlugosci 6 cm i 12 em. Jego krotsza prze- czy przekatne.

katna tworzy z jego krotszyvim bokiem kat By @y g
prosty. Réwnoleglobok A'B'C" D’ jest podob- T

ny do réwnolegloboku ABC D, a jego krét-

sza przekatna ma dlugosé 9v/3 em. ho \d2
a) Oblicz obwdd réwnolegloboku A'B'C'D'. f_h-l o

b) Oblicz wysokosci obu réwnoleglobokdw.

Zadania

1. Oblicz skale podobienstwa kwadratu K, o boku 5 cm do kwadratu K:
a) o przekatnej 8v/2 cm, b) o obwodzie 40 cm.,

2. Trapez o podstawach diugosci 4 cm 19 em podzielono prosta réwnolegla do
podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz skale podobienstwa otrzymanych
trapezow.

3. Dany jest prostokat P o bokach dlugosci 12 cm i 8 em. Oblicz obwod
prostokata P', jesli skala podobienistwa prostokata:
a) P do P jest rowna 3, b) P do P’ jest réwna 2.

IE] 4. Uzasadnij, ze dwa prostokaty sa podobne, gdy stosunek dlugosci do sze-
rokosci jest w obu prostokatach taki sam.
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5.

12.

a) Dwa romby sg podobne w skali & = ~21 Oblicz obwod kazdego z nich,

jesli dlugosci przekatnych mniejszego sa rowne 12 1 16.
b) Przekatne rombu ABCD maja dlugosci 10 i 24,

£ 3 @
obwod podobnego do niego rombu A'B'C'D’ jest
rowny 78. Oblicz skale podobienstwa wiekszego
rombu do mniejszego. A

Trapez A'B'C'D’" o obwodzie rownym 24 jest po-
dobny do trapezu prostokatnego ABCD (rysunek N
obok). Oblicz dlugosci bokéw trapezu A'B'C'D'. A 5 B

Dany jest trojkat prostokatny ABC o bokach dlugosci 9 em. 12 em i 15 cm.
Trojkat A'B'C" jest podobny do trojkata ABC w skali k = %—; Oblicz
wysokos¢ opuszezong na przeciwprostokatna w kazdym z tych trojkatow
oraz sume ich obwoddw.

Dwa kwadraty o przekatnych dlugodei d, i ds sa podobne w skali k = /2.
Oblicz sume obwoddéw tych kwadratéw, jesli d; + dy, = 2.

Prostokat A'B'C'D’ jest podobny do prostokata - 5
ABCD (rysunek obok). Oblicz skale podobienstwa 200 3
tych figur, jesli obwod prostokata A'B'C' D' jest réwny

20 + 201/3. : 5

Prostokat o bokach diugosci x i 4, gdzie @ > 4, jest podobny do prostokata
o bokach dlugosci 61 x+ 5. Uzasadnij, ze suma obwodow tych prostokatow
jest rowna 70.

D F C

Dany jest prostokat ABCD o bokach diugosci 1_+2L?

i 1. Uzasadnij. ze po odcieciu od tego prostokata kwa- 1
dratu o boku 1 (rysunek obok) otrzymamy prostokat
BCFFE podobny do prostokagta ABCD.

Arkusz papieru formatu A4 jest prostokatem, ktory
po zlozeniu na pol daje dwa prostokaty podobne do
prostokata wyjsciowego (arkusze formatu AS5).

a) Jaki jest stosunek dlugosci bokéw arkusza A47 AG

b) Krotszy bok arkusza A4 ma dlugosé 21 cm. Jaka
dlugosé ma diuzszy bok? Odpowiedz podaj z doklad-
noscia do 1 mun.

c¢) Jakie sa wymiary arkusza A5, a jakie — arkusza AG7 AD
Ad

6.4, Wielokaty podobne 269 I



6.5. Trojkaty podobne

Aby ustali¢ podobienstwo trojkatéow, nie musimy sprawdzaé¢ przystawania
wszystkich katow 1 proporcjonalnodci wszystkich bokow. Mozemy skorzystaé
7z twierdzen znanych jako cechy podobienstwa trojkatow.

Cecha BBB

Jesli trzy boki jednego trojkata sa odpowiednio proporcjonalne do trzech
bokéw drugiego tréojkata, to trojkaty te sa podobne.

Jesli < = fﬁ = <. to trojkaty ABC B
i A'B'C' s podobne, co zapisujemy: r/\ 4
ANABC ~ AA'B'C L

Cwiczenie 1

Przedstawione na rysunku trojkaty sa podob-
ne. Oblicz dlugosci bokéw x 1 y tych tréjkatow.
Podaj skale podobiefistwa.

Cwiczenie 2
Dane sa dlugosci bokéw dwdch trojkatow. Crzy te trojkaty sa podobne?
a) 6,8, 12 oraz 9, 12, 18 b) 11, 24, 34 oraz 9, 15, 20

237

Cecha KKK

Jesli katy jednego tréjkata sa réwne katom drugiego tréjkata. to tréjkaty
te sa podobne.

Jeslia=a, =0 1% =+, to:
AABC ~ ANA'B'C'

0] Cwiczenie 3
a) Uzasadnij, ze jesli dwa katy jednego trojkata sa rowne dwom katom dru-
giego trojkata, to trojkaty te sa podobne.
b) Uzasadnij. ze tréjkat prostokatny, w ktérym jeden z katéw ma miare 27°,
jest podobny do tréjkata prostokatnego, w ktérym jeden z katéw ma miare 63°.
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Cecha BKB

Jesli dwa boki jednego tréjkata sa proporcjonalne do dwoch bokéw dru-
giego trojkata i katy zawarte miedzy tymi bokami sa réwne, to trojkaty te
sa podobne.

B
Jesli & = 2 iy =7, to:
AABC ~ AA'B'C' i

C b A C’ b A
[b] Cwiczenie 4
Dane sa trojkaty prostokatne Ty 1 T,. Uzasadnij, ze jesli stosunek dlugosci
przyprostokatnych w trojkacie T} rowna sie stosunkowi diugosci przyprosto-
katnych w trojkacie Ts. to trojkaty te sa podobne.

[b] Cwiczenie 5
Uzasadnij, ze trojkaty 1) i T, sa podobne. Podaj skale podobienstwa trojkata
T do trojkata Ts.

a b
) ) 3v/3
a3 2 .
T 33 Ta T 13
9 12 NG
Zadania

1. Wsrod trojkatow przedstawionyeh na rysunku wskaz pary trojkatow po-
dobnych. Dla kazdej pary podaj skale podobienstwa.

24

2

12

15

2. a) Dany jest tréjkat ABC o bokach dlugodcei: 6, 8, 12. Najdluzszy bok
trojkata A'B'C’ jest réwny 16 oraz AABC ~ AA'B'C'. Jaka jest skala
podobienstwa tych tréjkatow? Oblicz obwod tréjkata A'B'C.

b) Tréjkat ABC, ktérego obwdd jest réwny 55. jest podobny do tréjkata
o bokach dlugosci: 4, 8, 10. Oblicz dlugosci bokow trojkata ABC.
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3. Korzystajac z podobienstwa odpowiednich trojkatow, oblicz dlugosci od-
cinkow x 1 y.
a) D

A

8 BrC
4. Wiedvqc ze ED || BC, oblicz obwad tréjkata ABC.

b) A
N

12 E 6 B B C

cn

8. a,) Trojkat prostokatny o przyprostokatnych réwnych 12 1 16 jest podobny
do trojkata o obwodzie rownym 6. Oblicz dlugosci przeciwprostokatnych
obu trojkatow.

b) Trojkat prostokatny o przeciwprostokatnej rownej 100 jest podobny do
trojkata o przyprostokatnych 12 1 3.5.

Oblicz obwody obu trdjkatow. & g
i
IE] 6. Uzasadnij, ze AABC ~ ADEC. Oblicz: ™ "
a) skale podobiefistwa tych tréjkatéw, 17 25
b) obwody tych trojkatow. A 2 >

IE] 7. a) Wypisz pary trojkatéow podobnych (rysunek ponizej). OdpowiedZ uza-

sadnij. B
b) W tréjkacie prostokatnym o przyprostokat- D
nvch dlugosei 3 1 4 poprowadzono wysokosé :
z wierzcholka kata prostego. Oblicz dlugosci od-
cinkéw, na jakie wysokos¢ ta podzielila przeciw-
prostokatna. & A

8. Oblicz pole trojkata prostokatnego, w ktoryvim wysokosé poprowadzona
z wierzcholka kata prostego podzielila przeciwprostokatna na dwa odcinki
dlugosci 2 em i1 8 em.
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[0] 12.

[0] 13.

Aby obliczy¢ wysokosé drzewa. uczen ustawil sie tak, ze koniec jego cienia
pokryl sie z konicem cienia drzewa. Okazalo sig, ze musial stana¢ w odle-
glosci 22,5 m od drzewa. Cien rzucany przez ucznia mial dlugosé 4,5 m.
Jaka jest wysokosé¢ drzewa, jesli uczen ma 180 cm wzrostu?

W trojkacie ostrokatnym DEF poprowadzono wysokosci DM i1 EN. Wy-
kaz, ze trojkaty FEN i FDM sa podobne.

W tréjkacie ABC polaczono odcinkami punkty C

bedace srodkami bokéw (rysunek obok). /N

a) Wykaz, ze tréjkaty ABC i EFG sa podobne. F - £

b) Uzasadnij, 7e trojkaty: Ty, Ty, Ty i T} sa M

przystajace. A

G B
Uzasadnij. ze jesli stosunek przeciwprostokat-
nych trojkatow prostokatnych jest rowny sto- .
sunkowi  odpowiednich  przyprostokatnych, b ol [
M R e _ b ‘e g
tj. 5 = 5 lub = to trojkaty te sa po- _
a a.r

dobne.

a) Dany jest trapez o podstawach AB i C'D. Jego przekatne przecinaja sie
w punkcie 0. Uzasadnij, ze trojkaty ABO 1 C'DO sa podobne.

b) Jaka jest odleglo§¢ punktu O (rysunek D e
obok) od krétszej podstawy, jesli wysokosé

trapezu wynosi 6 cm, a dlugosci podstaw sa

rowne odpowiednio 4 em i 8 em? Oblicz pola

trojkatéow ABO i CDO. A B

a) Dany jest trapez o podstawie AB i przekatnych AC i BD. Wykaz, ze

jesli przekatne trapezu przecinaja sie w punkcie O, to pola trojkatow AOD

i BOC sa rowne.

b) Dluzsza podstawa trapezu ma dlugoscé 10 cm. Punkt przeciecia przekat-

nych tego trapezu jest odlegly o 5 cm od jego diuzszej podstawy i 0 3 cm
od krétszej. Oblicz pola tréjkatow, na ktore przekatne dziela trapez.
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Proste i odcinki pomocnicze

Przeprowadzajac dowody w geometrii, czesto dorysowujemy pomocnicze od-
cinki lub proste.

@ 1. Udowodnij. ze srodkowe trojkata przecinaja sie w jednym punkcie. Punkt
ten dzieli kazda ze srodkowych w stosunku 2: 1, gdy liczymy od wierzcholka.
Rozpatrzmy Srodkowe AP i B(Q) trojkata ABC.
Punkt O jest punktem ich przeciecia. Rysujemy
pomocniczy odeinek PQ).

Uzasadnij kolejno, ze:
a) odcinek PQ jest réwnolegly do odeinka AB,
b) tréjkaty ABO i PQO sa podobne,

¢) punkt O dzieli kazda ze srodkowych AP A B
i B(Q) w stosunku 2:1, gdy liczymy od wierzcholka.

Przeprowadz analogiczne rozumowanie dla srodkowych poprowadzonych
7 wierzcholkéw A i €, a nastepnie uzasadnij, ze wszystkie srodkowe tréjkata
przecinaja sie w jednym punkcie.

@ 2. Udowodnij., ze proste zawierajace wysokosci trojkata przecinaja sie
w jednym punkcie.
+ ; . By \ C m A
Dany jest trojkat ABC. Rysujemy \ s .
proste pomocnicze:
o prosta k jest réwnolegla do boku BC

i przechodzi przez wierzcholek A,
e prosta [ jest réownolegla do boku AC
i przechodzi przez wierzcholek B.
o prosta m jest rownolegla do boku AB
1 przechodzi przez wierzcholek C'.

Punkty przeciecia prostych £, [, m oznaczamy przez A,, B,, C| - jak na

rysunku. Uzasadnij kolejno, ze:
a) czworokaty ABCB, i AC,BC sa rownoleglobokami (skad wynika, ze
|AC,| = |AB,|, analogicznie |BC,| = |BA,| i |CA;| = |CB,]),

b) punkt przecigcia symetralnych bokéw tréjkata A, B,C) jest punktem
przeciecia prostych zawierajacych wysokosci trojkata ABC.
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6.6. Pola wielokgtow podobnych

Przyktad 1
Bok jednego kwadratu jest o 20% dluzszy od boku drugiego kwadratu. Jaka
jest skala podobienstwa tych kwadratow? Ile wynosi stosunek ich poél?

Niech bok pierwszego kwadratu ma dlugosé a, wowezas bok drugiego z nich
ma dlugosc a + 20% a = 120% a = La.

Zatem skala podobiefistwa k = £.

Pola k*n adra,tim sa odpowiednio réwne a® i £a”, zatem stosunek ich pol jest
mmw : unwaznw 7e gf = -

Cwiczenie 1
Na rysunku przedstawiono wielokaty podobne F; i F5. Podaj skale podobien-
stwa i oblicz stosunek pola figury F, do pola figury Fj.

a) 44 44 doag oy b)

Przykiad 2
Trojkat T, jest podobny do trojkata Ty w skali k. Uzasadnij, ze stosunek pola
tréjkata T, do pola trojkata T, jest rowny k2.
Pole trojkata Ty: Py = Sa,h,.

Dla tréjkata T5 mamy:

ay=k-ay, ha=k-hy.

Stad pole trt')jkz@ta Ts:

Py = jashy = 5(k-a1)(k-hy) = 5k* - aihy

P kZayl .
Zatem — = 2—1M =2,
P Gl I 12

[b] Cwiczenie 2

Prostokat P, jest podobny do prostokata P, w skali k. Uzasadnij, ze stosunek
pola prostokata P, do pola prostokata P, jest rowny k2.
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Twierdzenie

Jesli skala podobienstwa figur podobnych réwna sie k. to stosunek ich pél
jest réwny k2.

Cwiczenie 3
Jaka jest skala podobienstwa dwoch kwadratow, jesli pole jednego z nich jest:

a) o 19% mniejsze od pola drugiego, b) o 125% wieksze od pola drugiego?

Cwiczenie 4

Dany jest trapez prostokatny T} o podstawach dlugosei 5 em 1 7 cm oraz wyso-
kosci réwnej 4 em. Pole trapezu T podobnego do trapezu T jest réwne 6 cm?®.
Oblicz skale podobienstwa trapezu 15 do trapezu T oraz ich obwody.

Cwiczenie 5
Na rysunku obok przedstawiono plan

sasiadujacych dzialek budowlanych.
a) Wyznacz skale planu, jesli dzialka B A
jest prostokatem o wymiarach 32 m x 24 m.

2.5 cm

b) Dzialka A jest trapezem prostokatnym. Jego
najdhuzszy bok ma na planie dlugos¢ 5.875 cm.
Czy na ogrodzenie dzialki A ze wszystkich stron
wystarczy 125 m biezacych siatki, jesli furtka ma
mieé¢ szerokosé 1,5 m?

vy
3 em

¢) Jaka jest powierzchnia dzialki C, jesli na planie
wykonanym w tej samej skali jest ona kwadratem
o polu réwnym 9 cm?? 4 cm

Cwiczenie 6

Dany jest trojkat rownoboczny ABC, ktérego bok ma dlugosé 12 em. Odei-
nek DFE jest rownolegly do boku AB, a pole trojkata DFEC jest rowne P. Wy-
znacz stosunek dlugoscei odcinkéw DC do AC' i oblicz obwod trapezu ABED.

a) P =9v3 cm? b) P = 4y/3 cm? ¢) P =16v3 cm?
C & c
D FE
D E
D FE
A B A B A B
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Zadania

Prostokaty P, i P, sa podobne. Oblicz skale podobienstwa prostokata P, do
prostokata P, oraz pole prostokata P, jesli wiadomo, Ze pole prostokata P,
jest rowne 144 cm®.

a) b)

P,

Py P P

16 12 18 30

Prostokat o bokach diugosci 6 em i 12 cm jest podobny do prostokata
o obwodzie 60 cm. Oblicz pole wigkszego prostokata.

a) Trojkat prostokatny 75 jest podobny do trojkata T, o polu réownym
45 em?® w skali k = %_ Oblicz obwdd trojkata 75, jesli wiadomo, ze jedna
z jego przyprostokatnych ma dlugose 10 em.

b) Romb R, jest podobny do rombu R, w skali & = 3. Pole rombu R, jest
réwne 648 cm?. Oblicz obwdd kazdego z rombéw, jesli wiadomo, ze jedna
z przekatnych rombu R, ma dlugosc 6 cm.

Dany jest réwnoleglobok R, ktérego boki maja dlugosci 4 em 1 6 cm.
Jedna z przekatnych tego réwnolegloboku jest prostopadla do jego krot-
szych bokéw. Réwnoleglobok Rs o polu 200v/5 em? jest podobny do réw-
nolegloboku R,. Oblicz obwdd rownolegloboku R,.

a) Suma pol dwdch figur podobnych jest réwna 340 dm?, a ich skala po-
dobienstwa k = 4. Oblicz pole kazdej z tych figur.

b) Suma pdl dwoch trojkatéow prostokatnych réwnoramiennych jest row-
na 180 em®, a ich skala podobienstwa k = 3. Oblicz obwéd kazdego z tych
trojkatow. D

Przekatne deltoidu ABCD maja dlugosci: /\
|JAC| = 15 em i |BD| = 10 cm. Oblicz A\"\‘/C

pole powierzchni latawca podobnego do tego
deltoidu, jesli wiadomo, ze jego wymiary sa
czterokrotnie wieksze. B

Wielokat F) jest podobny do wielokata F, w skali % Stosunek pol wielo-
katow podobnych F, i F; jest rowny 5‘ Oblicz skale podobienstwa wielo-
kf}tﬂ .F;g do F].
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8. Trzy odbitki zdjec to prostokaty
podobne P, P 1 FP;. Pole pro-
stokata P, jest o 44% wieksze
od pola prostokata P,. a pole
prostokata Py jest o 125% wiek-
sze od pola prostokata P;. Ob-
licz wymiary prostokata P;, jesh
wymiary prostokata P sa rowne
24 cm x 36 cm.

9. Trapez o wysokosci rownej 5 em 1 podstawach dihugosei 4 em 1 9 em po-
dzielono prosta réwnolegly do podstaw na dwa trapezy podobne. Oblicz
pole kazdego z trapezow otrzymanych w wyniku tego podzialu.

10. Dzialka budowlana o powierzchni 1025 m? ma ksztalt trapezu o podsta-
wach 32 m 1 50 m. Dzialke t¢ podzielono prosta rownolegla do podstaw
trapezu na dwie dziatki bedace trapezami podobnymi. Oblicz pole kazde]
z nowo powstalych dzialek.

11. W trdjkacie prostokatnym ABC, ktorego przeciwprostokatna AB ma dlu-
gos¢ 15 em, poprowadzono wysokos¢ C'D. Stosunek pol tréjkatow ADC
i BCD jest rowny 4. Oblicz obwod trojkata ABC.

12. Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D oraz wysokosci rownej 10 przeci-
naja sie w punkcie P. Oblicz odleglosci punktu P od podstaw trapezu, wie-
dzac, ze stosunek pola trojkata ABP do pola trojkata CDP jest rowny %

*@ 13. Przekatne trapezu o podstawach AB i C'D przecinaja sie w punkcie P.
Pole trojkata ABP jest rowne S;. a pole tréjkata DC‘{-’ jest rowne S.,.
Uzasadnij, ze pole tego trapezu jest rowne (u’Sl +S2)".

14. Wedlug projektu zewnetrzny obrys fundamentow p C
domu jest prostokatem. Przed wykonaniem wykopu
kierownik budowy nakazal, opréez pomiaru dingosei
bokdéw, wykonanie pomiaru diugosci przekatnych. Jak
sadzisz, dlaczego?
a) W projekcie budynku wykonanym w skali 1:50
|AB| = 12 cm, |BC| = 18 cm. Ile powinien wynies¢
wynik pomiaru przekatnej w terenie?
b) Ile m* betonu potrzeba na wykonanie fundamen-
tow, jesli ich przekrdj poprzeczny ma mie¢ wymiary
0.5 m x 0,5 m? A B
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Fraktale

Fraktal to figura geometryczna cechujaca sie samopodobienstwem

- dowolnie male czesci tej figury s3 podobne do calosci.

Krzywa Kocha i sniezynka Kocha

Przyktadem fraktala jest krzywa Kocha (jej konstrukcje opisat w 1904 r. szwedzki

matematyk Helge von Koch). Oto kolejne etapy jej powstawania.

A &
1 3/ N3 1

Na kazdym kolejnym etapie konstrukcji
krzywej Kocha jej dlugos¢ powieksza
sie o% dlugosci krzywej z poprzedniego
etapu. Jesli zatem diugosc poczatko-
wego odcinka jest rowna 1, to kolejne
krzywe maja diugosci:

1.3.3).@) -

Jezeli konstrukcje krzywej przeprowadzimy
na bokach tréjkata rownobocznego,
otrzymamy figure nazywana $niezynka
Kocha.

Sniezynka Kocha ma skoriczone pole,
ale jest ograniczona przez krzywa
o nieskorczonej diugosci.

Krzywa Kocha

Sniezynka Kocha

SAMOPODOBIENSTWO |

Powigkszajac dowolnie
maty fragment krzywej
Kocha, otrzymamy jg
idealna kopie.




6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata
w trojkacie

Korzystajac z twierdzenia Talesa, mozemy udowodni¢ nastepujace twierdze-
nie.

Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie

Dwusieczna kata w trojkacie dzieli przeciwlegly

C
bok na odeinki proporcjonalne do pozostalych
bokéw trojkata: b éb a

.
b

=
Yy

Dowod
Rysujemy polprosta AC oraz prosta [ réwnolegla do prostej C'D przechodzaca
przez punkt B. Punkt przeciecia polprostej AC z prosta [ oznaczamy przez P.

Proste CD i BP sa réwnolegle, wiec:
JACD = 4APB oraz 4 DCB = 4CBP (uzasadnij).

Oznacza to, ze trojkat BPC jest rownoramienny
i |(CP| = |CB| =a.

|DB| _ |CP|
lAD|  lAC)]

Z twierdzenia Talesa otrzymujemy:

W H r
zatem — = —.
1y b

Cwiczenie 1
a) Dany jest tréjkat prostokatny o przyprostokatnych 5 i 12. Oblicz dlugosei
odcinkow. na jakie dwusieczna kata prostego tego trojkata dzieli jego przeciw-
prostokatna.

b) Przeciwprostokatna tréjkata o katach 30°, 60°, 90° ma diugoéé 2. Oblicz
dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczne katow dziela boki tego trojkata.

¢) Dwusieczna kata prostego dzieli przeciwprostokatna trojkata prostokatnego
na odcinki dlugosci % i @ Oblicz obwdd tego trojkata.

d) Jeden z katow ostrych trojkata prostokatnego ma miare 22,57, Oblicz dlu-
gos¢ krotszej prayprostokatnej tego trojkata, jesli dluzsza przyprostokatna ma
dlugos¢ rowna 1.
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Zadania

1.

Dany jest tréjkat ABC o bokach |BC| = a, |AC| = b i |AB| = ¢. Oblicz
dlugosci odcinkéw, na jakie dwusieczna kata AC'B dzieli bok AB, jesli:
a) a=2 b=6,e=25, ta=8 b=10,e=12

Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny ABC, ktérego przeciwpro-
stokatna AB ma dlugoéé /2. Dwusieczna kata ABC przecina bok AC
w punkcie P. Oblicz obwody trojkatow BCP i BAP.

Dany jest trojkat ABC o bokach dlugoécei |BC| =a, |AC|=bi |AB| = c.
Uzasadnij. ze dwusieczna kata ACB dzieli bok AB na odcinki dlugosci

acibc
a+h a~+h"

Przeczytaj podany ponizej dowod twierdzenia o dwusiecznej kata w tréj-
kacie. W miejscach oznaczonych [?] podaj brakujace uzasadnienia.,

Na rysunku odcinek C'D jest zawarty w dwusiecznej kata AC B,
a C'G jest wysokoscia trojkata opuszezona
z wierzcholka C.

Prpee |DB|
Stad = 7
4 Prape [AD]| i

Odcinki DFE i DF majg réwne
dlugosdci [7]. Zatem:
Prppe _ |BC| 7]

Paapo  |AC] — A
czyli prawdziwa jest proporcja OB - 12E]
¥ ]. - i J< i |AD| |AC‘| =
W tréojkacie ABC poprowadzono dwu- C

sieczna C'D kata + (rysunek obok).
Punkt A’ lezy na prostej AC, od-
cinek A'B jest prostopadly do dwu-
siecznej CD 1 przecina ja w punk- b a
cie P, a odcinek A'D’ jest réwnolegly
do odcinka AD. Uzasadnij, ze trojkaty
A'D'P i BDP sa przystajace, a troj-

w2
nal

katy A'D'C i1 ADC sa podobne. Ko- A m T
rzystajac z réwnosci |A'C| = a, uza- P

zadnii STOAE T LI
sadnij prawdziwosé proporcji: I=% A D

6.7. Twierdzenie o dwusiecznej kata w trojkacie
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6.8. Zagadnienia uzupetniajgce

M Problemy konstrukcyjne

Klasyczne konstrukcje wykonujemy, korzystajac tylko z cyrkla i linijki.
Oto niektore z nich.

Konstrukcja symetralnej odcinka

1. Z jednego konca odcinka rysujemy tuk

okregu o promieniu wiekszym od po- A
lowy odcinka.

2. 7 drugiego konca odcinka rysujemy

tuk okregu o tym samym promieniu.

przez P i Q).

3. Rysujemy prosta P(@Q - jest ona sy-
metralna odcinka AB, poniewaz od-

cinki PQ) i AB sa przekatnymi rombu A
APBQ.

2\@
e L . A B
Punkty przeciecia lukéw oznaczamy
P
m;z
WP

Konstrukcja dwusiecznej kata

. . B
1. Z wierzcholka kata rysujemy luk okre-
gu przecinajacy jego ramiona. Punkty
przeciecia oznaczamy przez A i B. P 1]
2. Wewnatrz kata rysujemy luki okregow B

o takim samym promieniu oraz Srod-
kach w punktach A i B. Punkt prze- XB

cigcia tych lukéw oznaczamy przez R. p

Al
3. Rysujemy prosta PR — jest ona dwu- -
sieczna kata APB, poniewaz tréjka-
ty PAR 1 PBR sa przystajace (cecha
BBB).
P Al
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Konstrukcja prostej prostopadlej do danej prostej i przechodzacej przez
punkt nielezacy na tej prostej

0 2
1. Z danego punktu P rysujemy huk okre- L
gu przecinajacy prosta k. Punkty prze- ,;UJB
ciecia oznaczamy przez A i B.
; : . : 3
2. Z punktow A i B rysujemy przeci-
najace si¢ luki okregébw o promieniu . 7 k
|AP|. Punkt przeciecia tukéw oznacza- Awﬂ
my przez (). ~Q
3. Rysujemy prosta P — jest ona pro- P
stopadla do prostej k, poniewaz odcin- i
ki PQ) i AB sa przekatnymi rombu A\h“\_______,,//B
APBQ. /
@ xQ

1. Dana jest prosta ki lezacy na niej punkt P. Skonstruuj prosta prostopadla
do prostej & 1 przechodzaca przez punkt P.

Konstrukcja prostej przechodzacej przez dany punkt, réwnoleglej do danej
prostej

1. Rysujemy dowolna prosta przechodzaca P
przez dany punkt P. Punkt przeciecia
tej prostej z dana prosta k oznaczamy @ k

przez (.

2. Rysujemy luki okregéow o tym samym
promieniu 1 srodkach w punktach P i Q).
Punkt przeciecia huku o srodku w punk-
cie () z prosta k oznaczamy przez S.

3. Rysujemy luk okregu o srodku w punk- T
cie T' i promieniu |RS|. Punkt przecie- P +.U
cia tego luku z lukiem o srodku w punk- Q L
cie P oznaczamy przez U. — 'S

4. Rysujemy prosta PU - jest ona rowno- &/%/
legla do prostej k. poniewaz kat T PU /M U
jest przystajacy do kata RQ)S. _‘__#,,E") %S k
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2. Prosta rownolegla do danej prostej & i przecho- P UL
ol ; : A ~/
dzgca przez punkt P mozemy skonstruowac, ry-
sujac kolejno proste I i m takie, zel L kim L L. B k
Przeprowadz te konstrukcje i podaj jej opis. [

3. W dowolnych tréjkatach ostrokatnym oraz rozwartokatnym skonstruuj
punkt przecigcia jego: a) symetralnych, b) dwusiecznych, c¢) wysokosci.

Konstrukcja szeSciokgta foremnego

..E -'F
Rysujemy okrag i wy- Zaczynajac od punk- Wielokat ABCDEF jest
bieramy dowolny punkt tu A, odmierzamy luki szesciokatem foremnym.
tego okregu - oznacza- o promieniach réwnyceh
my go przez A. promieniowi okregu.
4. Skonstruuj:
a) trojkat rownoboczny, ¢) osmiokat foremny,
b) kwadrat, d) dwunastokat foremny.

5. Narysuj dowolny kat. Skonstruuj kat do niego przystajacy.

6. Skonstruuj kat o mierze:
a) 307, b) 45°, c) 75°, d) 105°.

Nad wymienionymi ponizej trzema klasycznymi problemami konstrukeyj-
nymi zastanawiali sie juz starozytni Grecy. Jak udowodniono pézniej. nie
maja one rozwiazania.

» Kwadratura kola — konstrukcja kwadratu o polu réwnym polu danego

kola.

» Podwojenie szeScianu — konstrukcja szescianu o objetosci dwa razy wiegk-
szej od objetosci danego szescianu.

= Trysekcja kata — podzial dowolnego kata na trzy réwne czesci.
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Zestawy powtorzeniowe

W Zestaw |

Wyznacz miary katow trojkata, jesli wiadomo, ze ich stosunek jest rowny:
a) 1:2:3, b) 1:3:85, c) 2:9:13.

Katy miedzy bokiem tréojkata ostrokatnego a wysokosciami poprowadzo-
nymi z wierzchotkow nalezacych do tego boku maja miary 407 1 20°. Wy-
znacz miary katow tego tréjkata.

Dane sa diugosci bokow dwoch trojkatow. Czy trojkaty te sa podobne?

a) 15, 18, 24 oraz 20, 24, 32 ¢) 1.2:14; 1.8 oraz 1.8; 2,1; 2.8
b) 4. 8, 10 oraz 6, 3, 7.5 d) 20, 25, 30 oraz 6, 9, 7,5

Tréjkat 11 o bokach 5 cm, 5 em i 4 e jest podobny do tréjkata Ts. Oblicz
dlugosei bokow tréjkata 1o, jesli:

a) jego obwod jest réowny 35 cm, b) jego pole jest rowne 41/21 cm?,
W tréjkacie ABC o polu 50 dm? bok AB ma dlugoéé¢ 20 dm. Punkt P lezy

na boku AC i |C'P| = :|AC|. Punkt @ lezy na boku BC' i |CQ| = 3|BC].
Oblicz dlugosé¢ odeinka P(Q i pole trojkata CPQ). 8

Przyprostokatne trojkata ABC (rysunek obok) B
maja dlugosci 10 i 15. Oblicz pole kwadratu B
ADEF. A D B

Dany jest tréjkat o bokach 4 em, 6 cm i 8 cn. p C
Oblicz dlhugosci odecinkéw, na jakie dwusieczne

katow tego trojkata dziela jego przeciwlegte boki.

Punkt C jest wspolnym wierzcholkiem kwadra- P
tow ABCD i CEFG (rysunek obok). Wykaz, ze
pola trojkatow DEC i CBG sa rowne.

A B
Dzialke budowlana w ksztalcie trojkata o bokach dlugosci: 60 m, 60 m
i 40 m podzielono na dwie czesci o rownych polach plotem rownoleglym
do boku dlugosei 40 m. Oblicz z dokladnoscia do 1 m obwod kazdej z nowo
powstalych dzialek.

Zestawy powtdrzeniowe



Vv

B Zestaw I

@ 1. a) Wykaz, ze dowolne dwa prostokaty, w ktéryeh przekatne przecinaja sie
pod tym samym katem «. sa podobne.
b) Wvkaz, ze jesli prostokat o bokach = i y jest podobny do prostokata
o bokach odpowiednio x + 1 1 y + 1, to prostokaty te sa kwadratami.

2. Oblicz obwod trojkata AEC.

E
)
B
A 42 D T+ 0 E A 3 D 3 C

3. Suma obwodéw dwoch figur podobnych jest rowna 260 cm, a ich skala
podobienstwa k = ;’ Oblicz obwdéd kazdej z tych figur.

4. Figury F) i F, sa podobne w skali 1:2, a figury F5 i F3 sa podobne w skali
1: 3. Oblicz pole kazdej z tych figur, jesli suma ich pdl jest réwna 410 dm?.

IE] 5. Wykaz, ze w trapezie niebedacym réwnoleglobokiem odcinek laczacy
srodki:
a) ramion trapezu jest réownolegly do jego podstaw (rozpatrz kat otrzy-
many przez przedluzenie ramion trapezu),

*D) przekatnych trapezu jest réwnolegly do jego podstaw.

IE] 6. W rombie ABCD polaczono srodki kolejnych bokéw i otrzymano czwo-
rokat A'B'C"D'. Uzasadnij. ze czworokat ten jest prostokatem o polu dwa
razy mniejszym od pola rombu.

*@ 7. W trapezie ABCD o podstawach a i b (rysu- D b C
nek obok) poprowadzono odeinek PQ o dlu- / \
goscl Vab rownolegly do podstaw trapezu. p Vab Q
Uzasadnij, ze:

a) |AP| __ |AB]
</ PD] — 1PQ|®

b) trapezy ABQP i PQCD sa podobne.
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Sposdb na zadanie @

Przy przedstawianiu dowodu nalezy precyzyjnie uzasadni¢ kazdy krok rozu-
mowania. Mozna to zrobi¢ tak, jak w przykladzie 1, lub w postaci dowodu
dwukolumnowego (przyklad 2).

(D] Przykiad 1 D c
Dany jest kwadrat ABCD i réwnoleglobok EFBA
(rysunek obok). Udowodnij, ze trojkaty ADE i BCF
sa przyvstajace.

Oznaczmy przez a kat ostry réwnolegloboku. Wow- B e
czas <CBF = 90° + a. Suma miar katéw przy jednym A &
boku rownolegloboku jest rowna 1807, wiec:

JBAE = 180° — a

E r

4DAE = 360° — (X BAE + <BAD) =
= 360° — (180° — a +90°) = 90° + «
czyli $DAE =<4 CBF. Jednoczesnie |AD| = |BC| (boki kwadratu) oraz
|AE| = | BF| (przeciwlegle boki réwnolegloboku).
Na podstawie cechy BKB wnioskujemy. ze tréjkaty ADE i BCF sa przysta-
jace.

Stad:

(0] Przykiad 2

&
Srodkowa tréjkata ABC poprowadzona z wierz-
cholka C przecina bok AB w punkcie D. Punkty 7
E i F leza na tej srodkowej, przy czym AE L C'D
oraz BF 1 CD (rysunek obok). Udowodnij, ze 4 5 B
g

trojkaty ADE i1 BDF sa przystajace.

Dowdd przedstawimy w dwukolumnowej tabeli.
W jednej kolumnie zapisujemy kolejne stwierdzenia, a w drugiej — ich uzasad-
nienia. Pozwala to uporzadkowac cale rozumowanie.

Stwierdzenie | Uzasadnienie
|AD| = |BD| Punkt D jest drodkiem boku AB.
JADE =4 BDF Sa to katy wierzcholkowe.
JAED =<4 BFD Sa to katy proste.
4DAE =<4 DBF Tréjkaty ADE i1 BDF maja dwa katy réwne, wiec

wszystkie ich katy sa rowne.

MNADE = ABDF Na podstawie cechy KBK przystawania trojkatow.
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1. Przekatna osmiokata foremnego dzieli go na siedmiokat i tréjkat réwnora-
mienny. Miara kata ostrego tego tréojkata jest rowna:
A. 22.5°, C. 26,5°,
B. 24,5°, D. 28,5°.

2. Na rysunku obok RK || SL. Suma miar
katow @ 1 y jest rowna:

A. 104°, C. 1067, - :
B. 105°, D: 1102 K T,
3. Suma obwodoéw dwdch figur podobnych jest réwna 340 em, a ich skala
podobienstwa k = . Roznica obwodéw tych figur jest réwna:
A. 60 cm, B. 65 cm, C. 75 cm, D. 80 cm.

4. Przyprostokatne trojkata ABC (rysunek ponizej) maja dlugosci 5 cm
i 12 em. Ile wynosi obwdd tréjkata AED, jedli jego pole jest rowne 4.8 em??

B
D
/]
A E ¢!
A. 6 cm B. 8 ecm C. 10 em D. 12 em

5. Jezeli prostokat P, o bokach dlugosci 9 em i 12 em jest podobny do pro-
stokata % o przekatnej dlugosci 20 cn, to:
A. obwdd prostokata P jest rowny 54 cm,
B. pole prostokata P, jest réwne 200 cm?,
C. pole prostokata P, jest o 64 em? wigksze od pola prostokata P,
D. stosunek pola prostokata P, do pola prostokata P, jest rowny 9: 16.

6. Na boku AB trojkata ABC wybrano punkt P, a na boku AC — punkt ()

tak, ze PQ || BC. Jedli |[AB| = 4,5 cm, |AC| = 5 cm, |AQ| = 2 cm
i |[BC| =3 cm, to obwéd tréjkata APQ jest rowny:
A. 5 cm, B. 6 cm, C. 6,5 cm, D. 7 cm.
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi D C

Zadanie 1 (2 pkt)
Na bokach AB i BC kwadratu ABCD wybrano odpowied- .
nio punkty E i F takie, ze CE 1L DF (rysunek obok). Uza- F
sadnij, ze trojkaty BCE i CDF sa przystajace.

Zadanie 2 (2 pkt)
Romb o przekatnych 6 i 10 jest podobny do rombu o polu 270. Oblicz obwod

A E B

wiekszego rombu.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wyznacz miare kata wewnetrznego dwunastokata foremnego.

Zadanie 4 (2 pkt)

Dany jest trojkat prostokatny rownoramienny o przeciwprostokatnej rownej 6.
Oblicz odleglosé jego srodka ciezkosci od wierzcholka kata prostego.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 5 (4 pkt)

Dany jest trapez ABCD o podstawach |[AB| = 40 em i |CD| = 25 cm i ra-
mionach dlugosei 12 em i1 9 em. Przedluzenia ramion tego trapezu przecinaja
sie¢ w punkcie P. Oblicz obwod trojkata ABP.

Zadanie 6 (4 pkt)

Dany jest réwnoleglobok ABCD o bokach |AB|=a 2 A ¢
i |[BC| = b. Czworokat EBCF jest réwnoleglobo-
kiem podobnym do réwnolegloboku ABC D. Wykaz,

A E B

. P : - 2_op2
ze obwod czworokata AEF D jest rowny @ +2b.

Zadanie 7 (4 pkt)
Uzasadnij, ze suma dlugosci Ssrodkowych trojkata o obwodzie L jest mniejsza
od 2L.

Zadanie 8 (4 pkt)

Dany jest tréjkat rownoramienny o ramieniu dlugosei 6 cm i kacie przy podsta-
wie rownym 30°. Oblicz odleglosci punktu przeciecia prostych zawierajacych
wysokosci tego trojkata od jego wierzcholkéw.

D C
Zadanie 9 (4 pkt)
W trapezie prostokatnym (rysunek obok) dane sa 0O
dlugodci podstaw |AB| = 61 |CD| = 2 oraz ramienia
|AD| = 4. Oblicz obwdd trojkata AOB, gdzie O jest :
punktem przeciecia przekatnych tego trapezu. A B
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-3 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.

Zadanie 1 (2 pkt)

Dany jest trojkat prostokatny ABC, w ktérym |AC| = 8 1 |BC| = 6, a kat
prosty znajduje sie przy wierzcholku C. Odcinek C'P jest wysokoscia tréjkata
ABC', a odcinek P(Q) jest wysokoscia trojkata C'PA. Oblicz stosunek pola tréj-
kata APQ do pola trojkata ABC. Zakoduj trzy pierwsze cyiry po przecinku
otrzymanego wyniku.

Zadanie 2 (2 pkt)
Dany jest trojkat prostokatny ABC o przyprosto- C
katnych diugosci |[AB| = 4 1 |BC| = 2 (rysunek Q

obok). Odcinek P(Q dzieli ten trojkat na dwie figury

o rownych polach. Oblicz obwdéd trojkata APC). Za-

koduj cyfre jednosci i dwie pierwsze cyfry po prze- a
cinku otrzymanego wyniku.

Zadanie 3 (2 pkt)

Dany jest trapez ABCD o dluzszej podstawie AB. Na ramieniu AD wybrano
punkt E. a na ramieniu BC punkt F w taki sposob, ze odcinek EF jest
réwnolegly do podstaw trapezu oraz |BF| = 2.8 1 |CF| = 1,2. Przedluzenia
ramion trapezu przecinaja sie w punkcie P takim, ze |[PA| =781 |PB| = 10,4.
Oblicz wartosé iloczynu |PD| - |PE|. Zakoduj cyfre jednosci i dwie pierwsze
cyfry po przecinku otrzymanego wyniku.

(0] Zadanie 4 (4 pkt)
Uzasadnij, ze jesh odcinek laczacy srodki ramion trapezu dzieli go na dwa
trapezy podobne, to trapez ten jest rownoleglobokiem.

(0] Zadanie 5 (4 pkt)
Trapez prostokatny o podstawach dlugosci a 1 2a oraz krétszym ramieniu
rownym a podzielono odcinkiem réwnoleglym do podstaw na dwa trapezy
podobne. Uzasadnij, ze pola tych trapezow sa réwne % i a2

[0] Zadanie 6 (6 pkt) E
Punkty A, B, C (rysunek obok) sa wsp6ili-
niowe oraz AE | BD i BE || CD. Pola tr6j-
katow ABE i BC'D sa rowne odpowiednio
S1 1 85, Udowodnij, ze pole trojkata BDE

jest rowne /S; - Ss.
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Funkcja kwadratowa

Liny podtrzymujace most wiszacy maja ksztalt paraboli (na zdjecin most
Golden Gate w San Francisco).

Funkcje postaci f(x) = az* + bz + ¢ (a,b,¢c € R, .
a # 0) nazywamy funkcjg kwadratowg Inb tréjmia- &
nem kwadratowym. Wykres funkcji kwadratowej na-
zywamy parabola. Mowimy ,.parabola okreslona row-
naniem y = ax® + br + ¢ lub krétko: . parabola
y = ax® +bx + .

Na rysunku obok przedstawiono wykres funkcji kwa-
dratowej f(z) = —32* + = + 3.




I 202

7.1. Wykres funkcji f(x)=ax?

Na rysunku ponizej przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkeji
f(x) = z*. Jej dziedzina jest zbiér liczb rzeczywistych, a zbiorem wartosci
— przedzial (0:00). Z wykresu mozemy odczytaé nastepujace wlasnosei:

Yoo a)

Cwiczenie 1

ramiona paraboli sa skierowane do géry,
05 QY jest osig symetrii paraboli,
punkt (0.0) jest wierzchotkiem paraboli,

funkcja f jest malejaca w przedziale
(—oc:0) i rosngeca w przedziale (0; 0c),

dla @ = 0 funkcja f przyjmuje wartosc
najmniejsza rowna zeru, natomiast dla
kazdego x # () prawdziwa jest nieréwnosé

f(z) >0,

funkeja f nie przyjmuje wartosci najwiek-
szej.

Sporzadz odpowiednie tabele wartosci funkeji i naszkicuj w jednym ukladzie

) =22, faz) =222 1 fa(z) = 322

wspoOlrzednych wykresy funkeji fi(x

Parabole y = 1%, y = 2*

dla poréwnania naszkicowane w

ukladzie wspolrzednych. Zwro¢ uwage na za-
leznosé miedzy wspolezynnikiem a w réwna-
niu paraboli y = ax® 1 rozchyleniem ramion

tej paraboli.

Cwiczenie 2

Czy punkt P nalezy do paraboli y = 42°7
a) P{-—-;’Iql) c) P(%,l}
b) P(4,32) d) P(—2,16)

Cwiczenie 3

, y = 4z°

zostaly
jednym

Dla jakiej wartosci wspélezynnika a punkt ) nalezy do paraboli y = ax*?

a) Q(1,6) b) Q(2,8)

7. Funkcia kwadratowa

c) Q(—4,8) d) Q(—8,48)



Wykres funkcji ¥ = —2? mozna otrzymaé, od-
bijajac symetrycznie wzgledem osi OX wykres
funkeji y = x%. Zwr6éé uwage na to, ze ramiona
paraboli bedacej wykresem funkeji y = —2° sa

skierowane w dol.

Cwiczenie 4
a) Podaj przedzialy monotonicznosci funkcji
fla) =—z*
b) Podaj réwnanie osi symetrii i wspolrzedne
wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkeji

f(z) = —a?.

Cwiczenie 5
Wykresy funkeji fi. fo, fa. fi, f5 (rysunek ponizej) otrzymano, odbijajac syme-
trycznie wzgledem osi OX wykresy funkeji y = 22, y = 1%, y = 2%, y = 222,

y = 4x%. Podaj wzory funkcji fi, fa, fa, fi. fs.
YJ

Wartoséé¢ wspélezynnika a we wzorze funkeji f(z) = ax?, a # 0, decyduje
o tym, czy ramiona paraboli bedacej jej wykresem skierowane sa do gory
(gdy @ > 0) czy do dohu (gdy a < 0) oraz o tym, jak bardzo sa rozchylone.

Cwiczenie 6

Naszkicuj wykres funkcji f(z) = ax?®, jesli nalezy do niego punkt P. Podaj
pie¢ punktow nalezacych do wykresu funkeji f, ktérych obie wspélrzedne sa
calkowite.

a) P(2,—4) b) P(3,-1) ¢) P(—v2,-6) d) P(-2v?2,-4)

7.1, Wykres funkcji fli)=ax? 293 —



I 204

Zadania

1.

Naszkicuj wykres funkeji f o dziedzinie D. Podaj zbior wartosci tej funkeji.

a) flr)= —%:ﬂ?, b= (—2:4) e} flz)= 322, D= (—1:2)
b) f(z) = 12, D =(-42) d) f() = -2%, D =(1;2)
Ktore z ponizszych parabol dane sa réwnaniami: y = #*, y = 2°, y = t2*?

Podaj rownania pozostalych parabol.

Yy | AJB/IC/ | D/ | E

R N A A

Dla ktorej sposrod trzech podanych funkeji odlegloscé od osi OX punktu
o odcietej # = 1 nalezacego do jej wykresu jest najmniejsza?

a) y=z2%, y=42% y=—6x? ¢} y= —%:1:2, y =322, y=232?
b) y= 2a%; y=v22? y=22 d) 9= <32%, y=nz*; y=3,14z*
Punkty P(x,y1) 1 Q(x2,y:) naleza do paraboli y = ax?®. Oblicz odleglosé
punktu ¢ od osi OX, jesli:

a) Br=3,4h = —%._ To = —2, b) z; = —2/2. Yy =20, 2p =2

Prosta y = 4 przecina parabole y = az® w punktach A i B. Oblicz a, jesli:
a) |AB| = 2, b) |AB| =8, ¢) |AB| = 3, d) |AB| = 2V/2.

Punkty: 0(0,0), A(x,3) i B(—x,3) naleza do paraboli y = az?. Naszkicuj
te parabole, jesli pole trojkata AODB jest rowne 12.

a) Podaj dziedzine i wzor funkcji opisujacej pole kwadratowej dzialki bu-
dowlanej w zaleznosci od dlugosci przekatnej x. Naszkicuj jej wykres.

b) Podaj dziedzine i wzér funkeji opisujacej pole prostokatnej dzialki bu-
dowlanej w zaleznosci od dlugosci przekatne) x, jezeli wiadomo. ze dziatke
mozna podzieli¢ na dwa kwadraty.
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7.2. Przesuniecie wykresu funkciji

f(x)=ax? o wektor

Przykiad 1

Wykres funkcji f(x) = 222 — 4 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 21 o 4 jednostki
w dél, czyli o wektor @ = [0, —4] (rysunek

obok).

Cwiczenie 1

Naszkicuj wykres funkcji f i okresl jej zbior
wartosci.

a) f(£)=a*—-3 ¢) f(z)=—-2z2—-4
b) (&)= a*+1 d) f(z) = —-2z*+2

Przykiad 2

Wykres funkeji f(x) = 2(z — 3)? otrzymamy,
= 22% 0 3 jednostki

w prawo, czyli o wektor @ = [3,0] (rysunek

obok).

przesuwajac parabole y

Cwiczenie 2

Naszkicuj wykres funkcji f i podaj jej prze-
dzialy monotonicznosci.

2) f@)=(@+3? o f(z)=—-2a+2)
b) f(z) = (z—1)?  d) f(z) = ~2x—2)?

Przykiad 3

Wykres funkeji f(z) = (2—2)*+1 otrzymamy,
przesuwajac parabole y = 2% o 2 jednostki
w prawo, a nastepnie o 1 jednostke w gore,
lub bezposrednio o wektor @ = [2,1].

Cwiczenie 3

Naszkicuj wykres funkcji f.
a) flz)=(z—3)*—2

b) f(z) =(x+2)2+1

7.2, Przesuniecie wykresu funkcii fix)=ax” o wektor
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Wykres funkeji f(z) = alx — p)* + ¢, gdzie a # 0, otrzymujemy przez
przesuniecie wykresu funkeji y = ax* o wektor [p,q].

Wierzcholkiem paraboli bedacej wykresem funkcji f jest punkt (p,q).
Jej osia symetrii jest prosta x = p.

Cwiczenie 4
O jaki wektor nalezy przesunac parabole dana wzorem y = 227, aby otrzymac
wykres funkcji:

a) f(z) =2(x+6)% -3, b) f(z) = 2z° — 4z + 27

2

Ponizsze wlasnosci funkeji f(x) = a(x — p)* + g zaleza od wspdélezynnika a.

Y

a >0

ramiona paraboli sa skierowane do gory

dla * = p funkcja osiaga wartosé¢ naj-
mniejsza y = q

funkcja maleje w przedziale (—oo; p)

funkcja rosnie w przedziale (p; oc)

zbiorem wartosci funkceji jest przedzial
(g: 00) O P X

a <0

ramiona paraboli sg skierowane w dot
dla & = p funkcja osiaga wartosé¢ naj-
wieksza y = ¢
funkcja rodnie w przedziale (—oo; p)
funkecja maleje w przedziale (p; oc)
zbiorem wartosci funkcji jest przedzial
(—o0iq) Jo

N!f

Cwiczenie 5
Podaj przedzialy monotonicznosci i zbior wartosei funkeji f oraz wspélrzedne
wierzcholka paraboli bedacej jej wykresem. Naszkicuj te parabole.

a) flz)=2(x—3)2—-4 c) flz)=—(z+4)2 -1
b) f(z) = 3(z +2)*+2 d) f(z)=-4z-1)>+3
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Zadania

s

Wykres funkcji f(x) = 2? przesun o wektor . Nastepnie podaj wzor
otrzymanej funkcji oraz jej przedzialy monotonicznosci.

a) @=[1,2] b ®=[1,-2 ¢ ®=[-3,-2 d) T=[-2-14

Naszkicuj parabole, ktorg otrzymamy przez przesuniecie wykresu funkeji

f(x) = —2? o wektor &. Podaj wspdlrzedne jej wierzcholka i réwnanie jej
osi symetrii.

a) W=[-2,4 b)w=[-3,-1 ¢) @=[22] d) @ =[3,-1]
Naszkicuj wykres funkcji f 1 podaj jej zbiér wartosci.

a) f(z)=2(x—1)*—4 c) flz)=—-2(x+3)*+2

b) f(z) = 3(z4+2)* +1 d) f(x) =—3(z—4)*+4

Wykres funkcji g powstaje przez przesuniecie wykresu funkcji f o wek-
tor . Przerysuj tabele do zeszytu i ja uzupelnij.

Wzér funkeji f Wektor @ Wzér funkeji g
f(z) =52%—3 #=[-1,5 | % /
flz) = 4z* ) ? 7 gla) =4(x+2)°>+3
/% ) 7 = [7,-3] g(z) = 3(xz —7)2—13
f(x)=2(z—5)*+3 w = [4,—6] | Y, Ly

Punkty F i &G sa wierzcholkami parabol bedacych wykresami funkcji f i g.
Wyznacz wspolrzedne wektora FG i naszkicuj obie parabole.

a) f(@)=3(z+1)* -1, g(z)=3(x—-3)*+2

b) f(z) =4—2(z+1) g(z) =2—2(c+3)

Q) f(@) = —Ha—2?+4, g(e)= -t +172 -1

d) f(z) =2 L(a+ 1) gla) = -1 H(z -3

Do wykresu funkeji f(z) = az? + ¢ nalezy punkt P(—1,2). Podaj wzdr tej
funkeji, jesli wiadomo, ze jej zbiorem wartosci jest przedzial:

a) {1;00), b) (0;00), ¢) (—oc;3), d) (—o0;6).
Oblicz warto$¢ wspolezynnika p i naszkicuj parabole y = (x —p)? — 1, jedli
naleza do niej punkty A i B.

a) A(—4,3), B(0,3) b) A(-1,8), B(5,8)

7.2, Przesuniecie wykresu funkcii f(x)=ax” o wektor
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7.3. Postac¢ kanoniczna i posta¢ ogolna
funkcji kwadratowej

Definicja

Postac: 1 ;
y = ax®+bx + ¢, gdzie a,b,ee R, a#0

nazywamy postacia ogélna funkeji kwadratowe;j.

Postac: .
y=a(r—p)®+q, gdzie a,p,g €R, a #0

nazywamy postacia kanoniczna funkcji kwadratowej.

Uwaga. Funkcje kwadratows nazywamy tez trojmianem kwadratowym.

Cwiczenie 1
Przeczytaj przyklad w ramce pokazujacy., w jaki sposob przejsé od postaci
kanonicznej funkcji kwadratowej do postaci ogdlne;j.

a) y=3(x— 4)? =7 = Posta¢ kanoniczna
=3(2? —8x 4+ 16) — 7= Korzystamy ze wzoru (a — b)*> = a* — 2ab + b°.
= 372 — 24z + 41 Postad¢ ogdlna

b= —4(;:'!-' T lz)z +1= Postad kanoniczna
= —4(.‘1‘33 4+ x4 ll) + 1 = Korzystamy ze wzorn {(a+ b)" = a” + 2ab + b*,
= —41° — 4z Postad ogdlna

Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci ogélnej.

a)y=—2(x—3)*+6 b) y:_%(iﬂ—i-%}"g—l—% (‘}y=3(¢1?—5‘}?+£}

Przejscie od postaci ogolnej funkeji kwadratowej do postaci kanonicznej wy-
maga zastosowania uzupelniania do kwadratu.

Przykiad 1
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej.
a) y= x? — 10z + 27 = Postaé ogdlna
=32 —-92.5r + 27 = Wspilezynnik —10 zapisujemy jako —2 - 5.

Dodajemy i odejmujemy 25 = 5°,
czyli uzupelniamy do kwadratu

22 —2.50+25—25+27 =

=42 = W s r 1] ;) i
=(x—5)"—254+27T= Korzystamy ze wzoru (a —b)” = a” — 2ab+ 6.
— {J-‘ — 5)2 + 2 Postad kanoniczna
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1)] Y = 22 +50+3= Postad¢ ogdlna

=z 42.2243= Wspdlezynnik 5 zapisujemy jako 2 3.
b B 5 2 5 2 w [ = a a = e
=z*+2- =0+ (3’) - (E}) +3 = Dodajemy i odejmujemy (2)~.
2 5 I’ WAL o e ot
5 25 . AOrZystamy Ze wzord
:(m_!_'"j) _T_i_‘j: SR TR 2
; (a+b)=a* +2ab+b".
=y 2
= (: 2y _ 13
o (‘E + 2) 4 Postadé kanoniczna

Cwiczenie 2
Przedstaw funkcje kwadratowa w postaci kanonicznej. Podaj wspoélrzedne
wierzchotka paraboli bedacej wykresem tej funkeji.

a) y=a>—8x+6 ¢) y=a*—6xr—2 e) y=ae*+x+3
b)y=a*+4x +8 d) y=a2?—3zr+1 f) y=a*—x-2
Wykresem funkcji kwadratowej f(z) = a(x — p)* + ¢ jest \“Y f
parabola o wierzcholku (p,q). Wspélrzedne wierzcholka \

paraboli oznaczamy takze (., y.). O \/ X!

{mwi ?-J’u'}

Twierdzenie

Parabola y = ax® + bz + ¢ ma wierzcholek w punkcie o wsp6lrzednych:
b
=,
Wyrazenie A nazywamy wyroéznikiem trojmianu kwadratowego.

o yw=—£-,gdzie&=b2—4ac

Dowdd
y=az?+bz+c=a(x?+ f-;’:;:] +e=a(z?+2- E%T'r) +e=

2 2 2 e 2 2.
Zﬁ[(:ﬂ-l—%:;) —fp}—t—n:a(ur—kﬁ%) —-&';—I—r}:ﬂ.(.tr-{-%] _QAT:EE

Jest to posta¢ kanoniczna funkcji y = a(x —p)? +¢ dlap = — 2":1 lgi= —f-’f—]f:-“-‘-:, zatem
Ly = _2%: Y = _%-

Cwiczenie 3

Oblicz wyrdznik tréjmianu kwadratowego.

a) y=xz2+3z+1 c) y=a22—4x+4 e) y=—322+2z+4
b) y =2x% + 42+ 1 d) y=—-222+6x—6 f) y=2352-‘\/§ﬂ"—%
Cwiczenie 4

Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli.

a) y=4x?+6x+3 b) y=—-22*+4z+1 ¢c)y=32"—-2+1
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Zauwazmy, ze jesli wyznaczymy pierwsza wspolrzedna wierzchotka paraboli
bedacej wykresem funkeji kwadratowej f, to jego druga wspolrzedna mozemy
obliczy¢, korzystajac z tego, ze y, = f(ry).

Przykiad 2
Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkeji:
flz) = —22%+ 8z —1
LT S AP o e oo b bt g
Wspélezynniki a = -2, b= 8, wiec x,, = == o
Wspélrzedna y, = f(z,) = f(2)=-2-224+8-2—-1=7T.

Wierzcholkiem paraboli jest punkt (2,7).

Cwiczenie 5
Wyznacz wspolrzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkeji f, ko-
rzystajac 7 tego, 7e yu = ().

a) f(z)=2z*—4a+3 ¢) f(z) =32 —2+10
b) f(z) = —a2* — 32+ 4 d) f(x) =32 + 62 — 10
Zadania

1. Przedstaw tréjmian kwadratowy f w postaci ogolnej i oblicz jego wyroznik.

f(z)=(z— %]3 -3 d) f(z) =-3(x+2)2+8
b) f(z)=—(x—4)*+5 e) flz) =—-3(z—-2)>+2
¢) f(z)=2(x—-3)*—14 f) flz)=3(z—38)*-9
2. Korzystajac ze wzordw x,, = “E?.‘ T = —-j‘%‘;._ wyznacz wspolrzedne wierz-
cholka paraboli bedacej wykresem funkceji f. Przedstaw funkcje f w postaci
kanonicznej.

a) f(z)= 'r2 +2¢x+4+3 d) f(z) =42’ +8z+1 g) f(x)=2*—2a
b) f(x) —4r—2 e) f(x)=22*482x—7 h) f(z)=—22"+46z
c) f(:‘}=—'.2—2.’r+1 f) f(z) = —-22°-6x+2 i) f(x)=32>-8

3. Korzystajac ze wzorow x, = —-; iy, = fla,), wyznacz wspolrzedne

wierzcholka paraboli bedace] wykresem funkeji f.

a) f(2)=202+62—-3 b) f(zg)=322—-2+4 ¢) flz)=—-32*-6z
4. Przedstaw funkcje f w postaci kanonicznej. Naszkicuj wykres funkcji f,

stosujac odpowiednie przesuniecie paraboli y = #? lub y = —a?.

a) f(z)=2*+2x+4 b) f(z)=-a?-6x-12 c¢) f(z)=—-a*+4z
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5. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Prosta @ = 3 jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkcji
f(z) = 52 + bz + 5. Oblicz wspélczynnik b.
Osia symetrii jest prosta @ = — % zatem —% = 3, skad:
b=—6a=—-6-3=-3
Prosta [ jest osia symetrii paraboli bedacej wykresem funkeji kwadrato-
wej f. Oblicz wspolezynnik b.
a) flor)=z2>+bx+4, Lax=2 ¢) fla)=22*+bx—1, Lx=-1
b) f(z)=—-2*+bx—8, ha=4 d) f(z)=—z2*+bx~7, Lz=—8
6. Oblicz wspolezynnik a funkeji kwadratowej f. jesli wiadomo, ze wierzcho-

lek paraboli bedacej jej wykresem lezy na prostej [. Zapisz wzor funkeji f
w postaci kanoniczne].

a) f(z)=az*+42-3, l: = c) f(z) =az®*+2x+5, l: 2 =—4
b) f(.l‘) = g + 6z + 2-, Lha=1 d) f{l‘) = ax® — O6xr — 17 lre = —g

7. Przeczytaj podany w ramce przyklad.

Oblicz wspolezynniki b i ¢ funkeji kwadratowe] f(xz) = = + bx + ¢,
ktérej wykresem jest parabola o wierzcholtku w punkcie (3, —2).

b ;
Ze wzoru &, = —— otrzymujemy:

2a
—2;’1 =3, skad b = —6.
Zatem f(z) = x? — 6z + ¢. Podstawiamy wspdlrzedne punktu (3, —2)
do wzoru funkcji i otrzymujemy réwnosc:
—2=32-6-3+c,skadc=T.

Szukane wspolczynniki: b= —61iec=7.

Oblicz wspdlezynniki b i ¢ funkeji kwadratowej f(z) = x* + ba + ¢, jesli
wiadomo, ze punkt W jest wierzcholkiem paraboli bedacej jej wykresem.
a) W(2,4) b) W(-1,-3) «¢) W (3, —1) d) W(10,0)

£l

8. Wyznacz wspoélezynniki a i ¢ funkeji kwadratowej f(2) = ax® +6x+c, jesli
wiadomo, ze punkt W jest wierzcholkiem paraboli bedgcej jej wykresem.
Zapisz wzor tej funkeji w postaci kanonicznej.

a) W(-1,2) b) W(6,—3) c) W(2,4) d) W(-%,-1)
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Czy wiesz, ze...

Dla dowolnych dwéch punktéw plaszezyzny (nie-
lezacych na prostej pionowej) istnieje nieskoncze-
nie wiele parabol opisanych za pomoca réwnania
y = ax? + bx + ¢ przechodzacych przez te punkty
(rysunek obok).

Przez trzy niewspolliniowe punkty (z ktérych zad-
ne dwa nie leza na prostej pionowej) przechodzi
dokladnie jedna parabola y = ax?® + bz + ¢. Majac
dane wspolrzedne tych punktéw, mozemy obliczy¢ wspolezynniki a, b i c.
W tym celu rozwiazujemy odpowiedni uklad réwnan.

Na przyklad, aby wyznaczyé réwnanie paraboli y = ax® + bx + ¢ prze-
chodzacej przez punkty: A(—1,0), B(1,—4) i C(4,5), rozwiazujemy uklad
rownan:
a- (=12 +b-(-1)+c=0
2 ) C
6-1"+b-1+c 8 a=1,b= -2 = —3, zatem szukana parabola

a-424+b-44+¢=5 jest dana rownaniem y = «° — 2¢r — 3.

Rozwigzaniem ukladu réwnan jest trajka liczb:

Uwaga. Jezeli mamy dany wierzcholek paraboli, to do wyznaczenia jej
rownania wystarczy znajomosé jeszeze jednego nalezacego do niej punktu.

9.

10.

11.

* 12,

Oblicz wspélezynniki a, b, ¢ funkeji kwadratowej f(x) = ax? 4 bx + ¢, jesli
wiadomo, ze do paraboli bedacej jej wykresem nalezy punkt P, a wierz-
chotkiem tej paraboli jest punkt W.

a) P(0,2), W(2,0) ¢) P(3,1), W(0,3) e) P(2,1), W(1,2)
b) P(0,0), W(~=1,—1) d) P(=2,0), W(~=1,3) f) P(1,2), W(2,4)

Wyznacz réwnanie paraboli, jesli wiadomo, ze przecina ona osie ukladu
wspolrzednyeh w punktach A, B i C. Naszkicuj te parabole.
a) A(0,3), B(1,0), C(3,0) b) A(0,6), B(—6,0), C(2,0)

Wyznacz réwnanie paraboli przechodzacej przez punkty A, B, C.
a) A(-3,1), B(0,4), C(1,1) c) A(-5,3), B(—1,-5),C(1,-3)
b) A(—4,1), B(-3,-2), C(1,-2) d) A(—4,1), B(2,-2), C(6,5)

O jaki wektor nalezy przesunac¢ wykres funkeji f. aby otrzymac parabole
przechodzaca przez punkty A(—2,0) i B(2,4)?

ﬂ) f(l} = 1'}) f(.':r.') = —z?
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Warto powtorzyc

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

1. Oblicz wartos¢ wyrazenia dla r = —2 i dla x = —3.
a) x* —3x— 6 b) 222 + 2z — ¢) —3z*+ 2z —1
2. Oblicz warto$¢ wyrazenia dla z = —§ i dla z = 1.
a) 4z —2x +3 b) —8x% +4x —1 ¢) —22% — 6z + 3
3. Oblicz wartosci funkcji f, g, h dla argumentu @ = —2 i uporzadkuj je
w kolejnosci rosnacej.
a) f(z) = —2*+6x+1, g(z) = 22 + 10z — 5, h(z) = —32° — ;o +4
b Fley = %J?? -+ %;r. =T, qlz)= —%.’r"z + %;‘1: — 8, h(x) = —IS—T:L"‘E —x—4
4. Dana jest funkcja f(x) = —%.‘1‘2 — %;r + ¢. Oblicz wspoélezynnik e, jesli:
a) f(—2) =29, b) f(4) = -2, c) f (—2\/5) = —6.
5. Sprawdz, ktére sposrod punktow:
A(=1,2 - 3+/2), B(—+2,10 — 2v/2), C(-2,8),
D(1+v2,44+/2), E(v/2,8 — 2V/2)
nie naleza do wykresu funkeji f(z) = 22° — 2z — 2V/2.
Twierdzenie
Jesli dla dwoch réznych argumentow ) = f(zs)
a1, ¥y funkcja kwadratowa przyjmuje S
te sama wartosc, to o§ symetrii para- : : (=
: y i e o] & i Tz X
boli bedacej wykresem tej funkeji jest \/
prosta okreslona za pomoca rownania Vo — ZitEg
A =— £ e ot} i 2
T e

6. Sprawdz, czy f(—3) = f(1). Podaj réwnanie osi symetrii paraboli bedacej

wykresem funkcji f oraz wspoélrzedne wierzcholka tej paraboli.

a) f(z)=32°+z—1 b) f(x)=—-222 —4x + 2

Oblicz f(—2), f(—1), f(1)i f(2). Podaj réwnanie osi symetrii oraz wspol-
rzedne wierzcholka paraboli bedacej wykresem funkeji f.

a) fla)=a*—x—2 c) fz)=—22*+6x—4

b) f(z) =22 — 62 — 2 d) f(z) = —62% — 62 +8

Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego
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7.4. Rownania kwadratowe (1)

Przyktad 1
Naszkicuj wykres funkeji i odezytaj z niego miejsca zerowe tej funkeji.
a)y =a° —4x b)y=2°+2z—-2
Po przeksztalceniu do postaci ka-  Po przeksztalceniu do postaci kanonicz-
nonicznej mamy: y = (r—2)?—4.  nej mamy: y = (z + 1)% — 3.
S Y4
R}

Z wykresu mozna odczytac tylko przybli-
zone wartosci miejsc zerowych. Wyzna-
Z wykresu mozna odezyta¢ miej-  czenie ich dokladnych wartosci wymaga

sca zerowe: r = (i x = 4. rozwigzania réwnania z° + 2z — 2 = ().

Rozwiazania réwnania kwadratowego ax® + bz + ¢ = 0 (a # 0) to miejsca
zerowe funkcji y = ax® + bx + c.

Cwiczenie 1

Na rysunkach ponizej przedstawiono mozliwe polozenia wykresu funkeji kwa-
dratowej wzgledem osi OX. Ile rozwigzan moze mie¢ rownanie kwadratowe
az® + bz + ¢ = 0, gdzie a # 07

}f

Uwaga. Rozwiazanie rownania z niewiadoma x polega na wyznaczeniu wszyst-
kich wartosci @, dla ktorych réwnanie jest spelnione. Zbiér tych r nazywamy
zbiorem rozwiazan rownania. Rozwiazania rownania nazywane sa rowniez jego
pierwiastkami.
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Przykiad 2

Rozwiaz réwnanie 4a® — 8z = 0. L dDWUlﬂ}r; h—ﬂ;; e

Lewa strone rownania rozkladamy wtedy i t;::lkn ;'tedj;, ody

na czynniki: a—= Dbl =0\
dz(z—2)=0

czyliz=0lubz—-—2=0, zatemx =0 lubx = 2.

Zbiorem rozwigzan réwnania jest zbior: {0, 2}.

Cwiczenie 2

Podaj zbior rozwigzan rownania.

a) 3z* + 6x =0 b) Tx — 32* = ¢) 2z% = 5z d) 8z = 5z?

W niektorych przykladach przy rozkladzie tréjmianu kwadratowego na czyn-
niki liniowe mozemy skorzysta¢ ze wzoréw skréconego mnozenia.

Przykiad 3
Rozwiaz réwnanie 422 — 9 = 0.
Korzystamy ze wzoru na réznice kwadratéw: 4z* — 9 = (2z + 3)(2z — 3).
(22 4+ 3)(22—3) =0
2¢2+3=0 lub 2r—-3=0
3 3

r=—3 lub = = =

Cwiczenie 3
Rozwiaz réwnanie.
a) 1622 —25=0 b)4—-100z2=0 ¢)422—-121=0 d) Z2*—-81=0

49

Przykiad 4

Rozwiaz réwnanie 2° — 4x + 4 = 0.

Korzystamy ze wzoru na kwadrat réznicy: 2% — 4o + 4 = (x — 2)°.
(x—2)°2=0,czyliz—2=0

Zatem liczba 2 jest jedynym pierwiastkiem tego rownania.

Cwiczenie 4

Rozwiaz rownanie.

a) * +8r+16=10 ¢) da* +4x+1=0 e) 2%+ 3

b) 22 —z+1=0 d) 42> -122+9=0 f) 322+ 9=2?—-6v22

= 7 —

7.4, Rownania kwadratowe (1)
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Przykiad 5

a) Rozwiaz réwnanie %:r2 =T =, b) Rozwiaz réwnanie 22* + 9 = 0.
St =T [+ & Zauwazmy, ze 2z° + 9 > 9 dla kazde-
z? =2 go x € R, wiec 22% + 9 nie moze by¢
rowne zeru.
r=—/% lub 2= ,/% . .
- 11 U VAT Zatem roéwnanie jest sprzeczne.
Cwiczenie 5
Rozwiaz rownanie.
a) 622 —18 =0 b) 22 +4=0 ¢) 22?2 -2=0 d) 422 +1=0
Zadania
1. Rozwiaz réwnanie.
a) —Tx*+ 422 =10 ¢) 36x° = 6x e) V2r? — B8xr =0
b) 92° +32=10 d) 2z 4 18z* = f) 3z = —3z2
2. Rozwiaz réwnanie.
a) 100z? —81 =0 d) x* + 64 = 16z g) 2*=(1-x)(1+x)
b) 322 —£=0 e) 24x — 2% =144 h) s2(6—z) =2+

¢) 224102 +25=0 f) 14922 +6x=0 i) (z—3)(x—2) = T2—30

3. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspoélrzednych.
a) y = 3z%— 12z ¢) y=3z2+12 e) y = 900z° + 4
b) y = 3x* — 12 d) y = 900x? + 4a f) y=900x%—4

4. Wyznacz wspolne miejsce zerowe funkeji f i g.
a) f(x)=a*—4, g(x)=a2"—4x +4
b) f(x)=a*+4x, g(x) = %L"} + 4z + 8
c) f(#)=z2*—1, g(z)=a"—62+9

5. Podaj zbiér rozwiazan rownania.

a) (2z+3)% = (z —3)? c) (1622 —8x+1)(92*—4) =0

b) (1-iz)® = (3z-5)° d) (122 +32+9)(1 —22%) =0

6. Rozwiaz rownanie.
a) |[v*—1] =3 b) [4z* - 3| =1 ¢) [222 — 6| =0 d) 2% = |z|
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7.5. Rownania kwadratowe (2)

Przykiad 1 Czy wiesz, ze...

Rozwiaz réwnanie 42° — 20z + 25 = 0. Réwnania kwadratowe byly

rozwigzywane juz przez staro-

zytnych Babilonczykow okolo

(2z - 5)*=0 1800 r. p.n.e. Swiadeza o tym
9 — 5 =0 zachowane gliniane tabliczki

z pismem klinowym.

Korzystamy ze wzoru (a—b)? = a*—2ab+b%.

Réwnanie ma jeden pierwiastek: @ = %

Cwiczenie 1
Rozwiaz réwnanie.

a) 912 — 122 4+4=10 b) 2522 + 40z + 16 =10 c) 422 — 282 +49=0

Przykiad 2
Rozwiaz réwnanie 4x? — 20x + 27 = 0.

e . _ lauwaz, ze;
(22=5)"=25+27=0  (9y_5)?— 95 = 427 — 20n.
(22 — 5)2 = —2

2

Réwnanie to jest sprzeczne, gdyz (22 — 5)° = 0 dla dowolnego x € R.

(0] Cwiczenie 2

Uzasadnij, ze podane rownanie jest sprzeczne.

a) x*—2x+2=0 b) 2 +6x+12=10 c) 4 +4x+5=0

Przykiad 3
Rozwiaz réwnanie 4x° — 20x + 23 = 0.
(20 —5)?—25+23=0
(24 —B)4 =2
22 —5=—+2 lub 22 -5=+/2
2 =5—v2 lub 25 =5+12

lauwaz, ze:
(22 — 5)% — 25 = 42% — 20%.

y ; " ; 5—v/2 5+/2
Rownanie ma dwa pierwiastki: o = ,;’r_. = ”;F.
Cwiczenie 3
Rozwiaz rownanie.
a) 2 —2r—3=0 b) 22 +6x+8=0 c) 22+6x+7=0
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Postepujac tak, jak w przykladach 1-3, mozemy rozwiazac¢ dowolne réwnanie
kwadratowe. Zwykle korzystamy jednak ze wzoréw podanych w ponizszym
twierdzeniu.

Twierdzenie

Rozwazmy réwnanie kwadratowe ax® + bx + ¢ = 0. gdzie a # 0.

1. Jedli A > 0, to réGwnanie ma dwa pierwiastki:

__ —b—vA _ —b+VA
el == Bl et 2a
2. Jesli A = (), to rownanie ma jeden pierwiastek:
b
0= —a;

3. Jedli A < 0. to réwnanie nie ma pierwiastkow.

Dowaod
Zapiszmy tréjmian w postaci kanonicznej: az® + bx + ¢ = a(.xr -+ fg) - -ﬁ‘;
s g e A U e

Stad az® + bz + ¢ =0, gdy a(x + EJ — 4. = 0, co oznacza, ze:

24 2YE— A

('I' % '.;MJ T dat
o Jesli A < 0, to powyzsze rownanie jest sprzeczne.
o Jesli A = 0, to otrzymujemy réwnanie:

T

(J-‘ + E) =)
Jego rozwigzaniem jest liczba @y = — 5.
o Jesli A > 0, to otrzymujemy:

.4 b — VA r4 b — VB
T+ 20~ 2a lub x4+ 2a — 2a
Rozwiazaniami réwnania sa liczby 7, = ==¥8  p, = =bVA
dZallle i a 5g ZDY Ty = Ta ) *2 = 5a .
Uwaga. W przypadku, gdv A = 0, pierwiastek 1y = — - nazywamy pierwiast-
PrZy] gd) p 2a ¥ .
kiem podwéjnym (zauwaz, ze dla A = 0 ze wzoréw: x; = Y8 7, = 2HV8
f 2a 2a
g 1 o ¢ ) T s U |

otrzymujemy z; = 3 = —3-).

Cwiczenie 4

Oblicz wyréznik trojmianu kwadratowego i podaj liczbe rozwigzan réownania.
a) 2 +8x+15=0 d) 22* =52 —-3=0 g) =32 +V2r—1=0
b) 2 —4x+6=0 e) 222 —62+5=0 h) V222 — 22+ 1=0
=0 f) —2®*+42-T=0 i) 4v22° 43z =0
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M Interpretacja geometryczna

Ponizej przedstawiono mozliwe polozenia paraboli y = ax® + bz + ¢ wzgledem
osi OX w zaleznosci od wspolezynnika a 1 wyrdznika A.

ty ik \} a <0 a <0 a <0
A=0 A=10 A<

N T

\ . .
ON_/ x O X O X of X / X
a =10 a =10 a >0

A>0 A=0 A<O

dwa miejsca jedno miejsce brak miejse dwa miejsca jedno miejsce brak miejsc
Zerowe Zerowe zerowych Zerowe Zerowe zerowych

W przypadku gdy funkcja kwadratowa ma miejsca zerowe, mozemy je wyzna-
czy€, korzystajac z podanych poprzednio wzoréw.

Przykiad 4

Rozwiaz réwnanie.

a) 3z —4x—-2=0

A= (-4)>—4-3-(-2) = 16 + 24 = 40. Poniewaz A > 0, réwnanie ma dwa

pierwiastki.
VA = 40 = 210
o =b=VA _ 4-2V10 _ 210 . _ -b+VA _ 442410 _ 24V10
Ey = = . = i T = = - =
2a G 3 2a G 3

b) 42* + 62+ 5 =0

= 62—4'4% = 36—36 = 0, réwnanie ma zatem jeden pierwiastek podwojny.
—h —6 3

Th = — == —=— = — =
0™ %2a 8 4

c) 722 —-3x+2=0

A= (=3)?%-4-T-2=9—56 =—47 < 0, wiec réwnanie jest sprzeczne,

Il

Cwiczenie 5
Rozwiaz rownanie.

a) 222 +T7x+3=0 d) 282* ~4z+3 =0 g) —3x2+2xr—-3=0
b) 422 —x—-5=0 e) —x*+6x+1=0 h) 622 —2x—1=0
¢) 3z —-5x—-2=0 f) % —2r—1=0 i) 22*—2z+1=0

7.5. Rownania kwadratowe (2)
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Zadania

1. Rozwiaz réwnanie.

a) 222 —92—-35=0 d) 522 —6x+6=0 g) 32°+z+1=0

b) 4dr* — 132 +3 =0 e) —2z2+5x—-3=0 h) g*— 2 — 2 =0

¢) 62 +13z4+5=0 f) 42 4+12249=0 i) 32°—-£45=0
2. Rozwiaz réwnanie.

a) 222 +3=—Tx d) 2z—-322+6=0 g) 11(2?+5) ==

b) &+ 10 = 3a® e) 5z =2-2z h) 22+ =42+ 7

c) 1622 + 2422 =—-18 f) 522 =8z —5 i) 322 4+1="Tz

3. Wyznacz wspolrzedne punktoéw przeciecia wykresu funkeji f z osiami ukla-
du wspolrzednych.

a) flz) =322 +2z—1 d) f(z) = 32° +4x 4+ 12
b) f(z) =2x* + 62+ 3 e) f(z)=3a*—32+5
flz)=—4z*+x2+3 £) flz)= —%3. — j%:.~T+ 1

4. Rozwiaz rownanie.
a) 20 —Te +3 = (2z —1)? d) (32 —3)(z+2)=(5—z)(6 —z)
b) 62 +Te+2=(2—-3x)(3x+2) e) (x—3)(x+5)=(2z+3)(x —4)
c) %3?2 —3z+9=(x—-3)(x—5) fy de—-1)(z—4)=Bx+2)(z—-17)

5. Wyznacz liczbe rozwiazan réwnania.
a) (V2—1)z2 +2242=0 b) 1322 — (2v3 =1z + 1 =0

6. Wyznacz miejsca zerowe funkeji f, g i h.
a) f(z) =222 -8z +5, g(z)=2 (r—+) —8(z—1)+5,

h(l)—-?(l‘— ;ﬁ) —8( )+5
f@)=—-122+ 4246, g(a)=—1(z+1)" +4(x+ 1) +6,

h.(.r.}=—§(zr+2\/_) +4(x+2V7) +6

7. Rozwiaz rownanie.

t“‘lvrzhl

a) |¢* —2z| =1 b) |z* +4z| =3

8. Rozwiaz rownanie.
a) |z* + x| = 2% — 2| ¢) |2? — 1| = |2 + 22 — 3
b) |z? — x| = |222% — z| d) |z —3|=|2? + 2 — 4|
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Szkicowanie paraboli

Aby naszkicowaé parabole bedaca wykresem funkcji f(z) = az® + bz +c. moz-
na wykorzystac¢ postac¢ kanoniczna funkeji f lub postapic¢ zgodnie z nastepu-
jaca instrukeja.

« Podaj punkt, w ktérym parabola przecina o§ OY. Jest to punkt (0, ¢).

« Wyznacz (jesli istnieja) punkty, w ktérych parabola przecina 0§ OX. Sa

. . b A b+ VA
to punkty (x,,0) i (x5,0), gdzie x| = % Ty = %+
e« Wyznacz wierzcholek paraboli ‘W(m%, " d (—%] )

« Aby uzyskaé¢ dokladniejszy szkic, wyznacz kilka dodatkowych punktow
nalezacych do paraboli (mozna wykorzystac fakt. ze prosta @ = —,r; jest
osia symetrii paraboli).

« Polacz otrzyimane punkty krzywa.

Przyktad

Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f(z) = 2% — 22 — 3.
 Parabola przecina o§ OY w punkcie (0, —3).

« Rozwiazujemy réwnanie * — 22 — 3 = 0.

A =16, stad 2= “'—21 = —1, 3 = %:3

Parabola przecina o§ OX w punktach (—1,0) i (3,0).

o« Wyznaczamy wierzcholek paraboli.

M= g 2_1

o= f(—5)=f(1)=1-2-3=-4
Wierzcholkiem paraboli jest punkt (1, —4).

o« Wyznaczamy inne punkty nalezace do pa-
raboli. f(—2) = 5, czyli do paraboli nalezy
punkt (—2,5). Prosta & = 1 jest osia syme-
trii paraboli, wigc naleza do niej takze punkty

(4,5) 1 (2,-3).

« Szkicujemy parabole.

1. Naszkicuj parabole bedaca wykresem funkeji f.

a) f(x) =2 —6x+5 d) f(z)=—a2*+2x+3
b) f(z) =1z +z—4 e) f(z)=—22+ 6z —4
¢) flz) =22*+4+8r+6 f) f(z)=—-12*+2x-3
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7.6. Postac iloczynowa funkcji kwadratowej
Definicja

Posta¢ y = a(z — x)(x — x2), gdzie a # 0, nazywamy postacia iloczynowa
funkeji kwadratowej.

Przedstawienie wzoru funkecji kwadratowe] w postaci iloczynowe] nazywamy
rowniez rozkladem na czynniki liniowe. Rozklad na czynniki liniowe mozna
zapisa¢ na rozne sposoby. np.:
y=B8x+2)(x—-T7)= Czynniki liniowe: 3z +2iax —7

= 3(x + %)(J —T7) Czynniki liniowe: 2+ £ i@ — 7
Aby przejsc¢ od postaci iloczynowej do ogdélnej, wystarczy wykona¢ mnozenie.
Na przyklad dla tréjmianu y = 2(x — 3)(x + 5) mamy:
y=2x—-3)(x+5)=2(2*+ bx — 3z — 15) = 22* + 42 — 30

Cwiczenie 1
Przedstaw tréjmian kwadratowy w postaci ogolne;j.
a) y=—z(x+3)(xz—9) b) y =4(x — -f,jj{r — -];} ¢) y = zx(x+2)

Liczby x, i x; wystepujace w postaci iloczynowej y = a(x—x )(r—x2) sa miej-
scami zerowymi (pierwiastkami) tréjmianu kwadratowego, czyli pierwiastkami
réwnania a(z — xy )(x — x2) = 0.

Przykiad 1
Posta¢ ogélna  Postac iloczynowa  Czynniki liniowe Pierwiastki
y=2’—-92+14 y=(z-2)(z—-7) z—2 1 x5-17 s =21 ba =7
y=42®+dz+1 y=4(x+})> s D .
: (czynnik podwdjny) (pierwiastek podwojny)
y=21246 nie mozna rozlozyé na czynniki liniowe brak pierwiastkow

Cwiczenie 2

Odczytaj czynniki liniowe i podaj pierwiastki trojmianu kwadratowego.

a) y=4(x —3)(x —5) ¢) y=—(z+4)(x+38) e) y=—3(x—2)*
b) y = 3(z — 2)(z + 6) d) y =8zx(x—-9) f) y=13(z +T7)?
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Twierdzenie

Dany jest tréjmian kwadratowy y = az? + ba + c.

= Jesli A > 0, to trojmian mozna przedstawic w postaci iloczynowej
y=alr —x;)(z — x2), gdzie x;, x, sa pierwiastkami tego tréjmianu.

= Jedli A = 0, to tréjmian mozna przedstawi¢ w postaci illoczynowej

y = a(x — xy)*, gdzie zy jest pierwiastkiem podwéjnym tego tréjmianu.

= Jesli A < 0, to tréjmianu nie mozna rozlozyé na czynniki liniowe.

Przykiad 2
Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=2z%+5x—3
A =25+24 =149, VA =7, zatem:

=BT 5 =54 1
'ILZT:—J, P£Lg = 1 _E
Postaé iloczynowa: y = 2(x + 3)(z — 3).
b) y=a*-2z-1
A=4+4=28. VA =22 zatem:

Postaé iloczynowa: y = (z — (1 — v/2)) (z — (1 + v2)), ktéra mozemy za-
pisaé: y = (x — 1+ v2)(x — 1 — V2).

c) y=—-2a2+x—-4
A =1-32=-31 <0, wiec trojmian nie ma pierwiastkow i nie mozna go
rozlozy¢ na czynniki liniowe.

Cwiczenie 3

Przedstaw trojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=a” —8x+ 15 d) y=122°+ 11z + 2 g) y=2r*—3z+4
b) y=a®+ 3z — 28 e) y=—22%—-2zr 4 24 h) y=2—22-2
c) y=322—-Tzx+2 f) y=—42?+3x+1 i) y=222-2x—1

Zadania

1. Podaj pierwiastki tréjmianu kwadratowego.
a) y=—(x —3)(z — 13) d) y = —-2(z+ v2)(z - V3)
b) y =2(z—2)(z +5) e) y=—2(x+1)(z+1-+v2)
¢) y=3(z+15)(x+9) f) y=(x4+2—v3)(z—3+v2)

7.6. Postad iloczynowa funkeji kwadratowej
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2. Przedstaw tréojmian kwadratowy w postaci iloczynowej, jesli to mozliwe.

a) y=20*-3x—2 d) y=32—-5r+1 g) y =10 — 227
b) y=—a2?+x+6 e) y=—4da?+2zr -1 h) y= %;1'2 + %J‘
¢c) y=4r* -z -3 f) y=a®>+ V3z -6 i) y=06x*+9

3. Oblicz wspdlezynniki b i ¢ tréjmianu kwadratowego y = 2% + bz + ¢ 0 po-
danych pierwiastkach.

a) 315 ¢)
b) 4i -9 d)

i 7 e) —5i0 g) V2il4++2
i—2 f) —v3iv3  h) 14+vVTil—7

4. Przeczytaj informacje w ramce.

=63 Ca =

Znajomosc miejsc zerowych r;, s funkeji kwa- \ ‘1”[ : /
dratowej pozwala wyznaczy¢ os symetrii pa- :

) F - . ® - ;rl _) lI:r:- IQ X:-
raboli i wspolrzedna x,, jej wierzcholka. gdvz I
roo—= o R ;
g — .

2

Wyznacz rownanie osi symetrii paraboli oraz wspoélrzedne jej wierzcholka.
a) y = x(x—6) b) y=35(x+6)(z—2) ¢) y=(2z+1)(2z—3)

5. Znajdz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspoélrzednych oraz
wyznacz wspolrzedne jej] wierzcholka. Naszkicuj te parabole.

a) y = —x(r+6) b) y=(z—1)(x—5) Glik= —%{.‘r.-l—'&](;r —1)

6. Wyznacz trojmian kwadratowy o pierwiastkach x,. 2, i zbiorze wartosci W.
Odpowiedz podaj w jednej z wymienionych ponizej postaci.
a) 1y =—1, 2o =3, W = (—4; ¢)
b) z;=—4, 2, =0, W = (—00;2)
c) 1 =—8, £y =2, W = (—00;10)
d) 2; =0, 2, =6, W = (—6;00)

Postaé ogdlna: y = az® + bz + ¢
Postaé¢ kanoniczna: y = a(z — p)* + ¢
Posta¢ iloczynowa: y = a(z—x )(x—x2)

7. Na rysunku przedstawiono parabole, ktora jest wykresem funkcji kwadra-
towej f. Wyznacz wzor tej funkeji w postaciach iloczynowej i ogdlne;j.

a l.}-’ I_) ]/u c }f.u
)P{U, 3 \ f ) )

o
o]
:""1"
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10.

11.

12.

Na rysunku przedstawiono fragment paraboli, ktéra jest wykresem funk-
cji kwadratowej f. Znajdz miejsce zerowe tej funkcji niezaznaczone na
rysunku. Wyznacz wzor funkeji f w postaciach iloczynowej i kanonicznej.
a) tY b) ¥t ¢) 1Y

- s s )
0 X | % )
| _Y |
| ; I
/_-1 =% 0 X :

-
e
|

=1

-

ISt

a) Jeden pierwiastek trojmianu kwadratowego jest o dwa wiekszy od dru-
giego. Wyznacz ten tréojmian, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jego wy-
kresem ma wierzcholek w punkcie (—2,4).

b) Jeden pierwiastek tréjmianu kwadratowego jest trzy razy wiekszy od
drugiego. Wyznacz ten tréjmian, jesli wiadomo, ze parabola bedaca jego
wykresem ma wierzcholek w punkcie (4. 2).

Krople wody tryskajace z fontanny poruszaja sie fi

| ; 2 orim  f
po torach opisanych za pomoca wzoréw: \
\
flz) = —32% + 4z, g(z) = 32 + 2 -
Fose ol G 2 = \
hz)=—sa" + 32 \«\ i

o i \
Parabole f,. g1, h; sa symetryczne odpowiednio B
do parabol f, g i h wzgledem osi OY. Podaj row- Iy _ Yoy
nania parabol f,. g\, h, w postaciach kanoniczne] - x
i iloczynowej. O 1 ['11{]

Oblicz wsp6lezynniki b i e tréjmianu kwadratowego y = 12 +bx+c., ktérego
pierwiastki sa dwukrotnie wieksze od pierwiastkow tréjmianu:
a) y=a?—4x+3, b) y = x® — 3v2x + 4, c) y=a* -4z +2.

%.‘1'2, aby otrzymac

wykres trojmianu kwadratowego, ktorego pierwiastkami sa liczby:
a) 1415, b) =61 2, c) 3—v2i3++2.

O jaki wektor nalezy przesuna¢ wykres funkeji y =

Tréjmian kwadratowy y = ax? + bz + ¢ ma postaé¢ kanoniczna:

b\* A
yzali(;l!-l-ﬂ) —%—2]

Wykaz, ze jesli A = 0. to tréjmian mozna zapisa¢ w postaci iloczynowej.

Uwaga. Jest to dowod twierdzenia ze s. 313.

7.6. Postad iloczynowa funkeji kwadratowej
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Rzut ukosny

Tory rzuconej pitki, ukosnie skierowanego strumienia wody ¢

czy lawy wyrzuconej z wulkanu to fragmenty paraboli
.’ I_-'

(jezeli pominie si¢ opdr powietrza).

Portowa straz pozarna

Ruch wody wystrzeliwanej z armatek
statku gasniczego pod duzym cisnieniem
jest przykiadem rzutu ukosnego. Umozliwia
to zwalczanie pozaréw na jednostkach
plywajacych i na obszarach portowo-
-stoczniowych z bezpiecznej odleglosci.

Pchniecie kulg e TS
~ Rysunek pokazuje tor lotu kuli pchnigtej przez zawodnika podczas zawodow w pchnigciu ok s
= "5 kula (h — wysokosc, | — odlegtosc). Tor lotu kuli jest fragmentem paraboli y = ax® + bx + ¢,
~ ktorej wierzchotek ma wspotrzedne (1{]. 6%} i ktéra przechodzi przez punkt (E}f 1%)

1

Wyznacz réwnanie paraboli.

A Czy zawodnik uzyskat wynik powyzej 20 m?




7.7. Nierownosci kwadratowe

Jesli mamy wykres funkeji kwadratowej i znamy jej miejsca zerowe, mozemy
wyznaczy¢ zbior rozwiazan odpowiedniej nierownosci kwadratowej.

Przykiad 1
Dany jest wykres funkeji y = —2° + 22 + 3. Rozwiaz Y4
nieréwnoéé¢ —a2 + 2z +3 > 0. e

Z wykresu odczytujemy, ze:
—z* 4+ 22+ 3 >0dla z € (—1;3)

Uwaga. Zauwaz, ze do rozwigzania nierownosci kwadrato-
wej nie potrzebujemy dokladnego wykresu odpowiedniej
funkeji. Wystarczy znajomosé jej miejse zerowych i infor-
macja o tyin, czy ramiona paraboli, bedacej wykresem tej
funkcji, sa skierowane w gére czy w doél.

Przykiad 2

Rozwiaz nieréwnosc.

a) 22° —6x >0

W celu wyznaczenia miejse zerowych funkeji y = 2% — 62 rozwigzujemy row-
nanie 2x% — 6z = 0, czyli 2z(z — 3) = 0. Zatem x = 0 lub z = 3.

Rozwiazania rownania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych do gory (wspo6lezynnik przy @* jest dodatni), przechodzaca
przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy: \ 'y
222 — 6z > 0 dla z € (—o0;0) U (3; 00) N3 X
b) —a*+3x—120
Rozwiazujemy réwnanie —z? 4+ 3z — 1 = 0.
—3—v5 __ 3+v5 . —3+v5 _ 3-V6
= 3 A -2 2
Rozwiazania rownania zaznaczamy na osi OX. Szkicujemy parabole o ramio-
nach skierowanych w dél (wspélezynnik przy =2 jest ujemny), przechodzaca

A =9—4=35, zatem: , =

przez zaznaczone punkty. Ze szkicu wykresu odezytujemy:

~2? 432130 dlaz € (235, 35) JifE i\ X

Cwiczenie 1
Rozwiaz nieréwnosc.
a) 3z —2x—1>0 b) 222+ —-1<0 ¢) —22+2x+4>0

7.7. Nierdwnosci kwadratowe
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Przykiad 3

Rozwiaz nieréwnosé¢ —z* + 2z — 1 = 0.

Rozwiazujemy réwnanie —z° + 2z — 1 =0, czyli —(x — 1)* = 0. Zatem x = 1
(jest to pierwiastek podwdjny). Rozwiazanie rownania zaznaczamy na osi OX
i szkicujemy parabole o ramionach skierowanych w dol. ,

Ze szkicu wykresu odezytujemy: —2° +2r — 1 = 0 dla / i\ X
r=l.

Cwiczenie 2
Rozwiaz nierownosc.

a) —22+22-1<0 b) —2°+2x—-1<0 ¢) —a?42r—-1>0

Przykiad 4
a) Rozwiaz nieréwnos¢ 5x* — 3z + 2 < (.

A=9-4.5-2=-31<0
Wspdlezynnik przy a? jest dodatni oraz réwnanie
bx? — 3x + 2 = 0 nie ma pierwiastkéw. Parabola
znajduje sie zatem nad osia OX, a to oznacza, ze
nierownosc jest sprzeczna.

i

b) Rozwiaz nierownodé —3z% + 22 — 1 < 0.

A=4—-4-(-3)-(-1)=-8<0

Wspdlezynnik przy «? jest ujemny oraz réwnanie
—32% + 22 — 1 = 0 nie ma pierwiastkoéw. Parabola
znajduje sie zatem pod osia OX, a to oznacza, Ze nie-
rOwnosc jest prawdziwa dla dowolnego . czyli x € R.

=y

Cwiczenie 3
Rozwiaz nieréwnosc.
a) 4z’ +2x+1>0 b) z2+z+3<0 ¢) —2x*+v2r—1<0

Przykiad 5
Rozwiaz nieréwnosé 2(2 — x) < —ax(x — 3).
4 —9p < —g° 4+ 3x Wykonujemy mnozenie.

g oo 4<0 Przenosimy wszystkie wyrazy
% — by W AN LT
L x + < I ii_!\l-}_l Sirong nierownoscl.

Rozwiazujemy réwnanie x° — 5x + 4 = 0 i otrzymujemy \ /

z = 1 lub & = 4. Szkicujemy parabole i odezytujemy, ze 2
& Fl L - ]'. ‘1 a 4

nieréwnosc jest spelniona dla = € (1:4). N X
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Zadania

1.

Rozwiaz nieréwnosc.

8) #%2.>25 d)z2—x2>6 g) 9x+5>22% j) 622 —2>12
b) 22 < 16 e) 22—4<3z h)222+5x>3 k) 3z+8> iz?
c) 42> 9 f) 4z +5 > a* i) 32?2 +1<a 1) E‘T +6<

Ile liczb calkowitych spelnia nieréwnoscé?

a) 9—32%20 b) 32*2>=2 ¢) 222 -10<a d)2—2x > 2?
Rozwiaz nierdownosc.

a) —222+4+6z—35 <0 c) a*+2r+2>0 e) 222 —x+ 3 <0

b) —3a%+4+22—3 <0 d) =9 +22—=< 0 f) —42%24+12x—-9>0

Wyznacz zbior argumentéw, dla ktoryeh funkcja f przyjmuje wartosei
wigksze niz funkcja g(z) = 2* — 2x + 3.

a) flx)=22*—-x+1 b) flz)=32%—=x c) f(x) = 32° — 6z
Rozwiaz nieréwnosc.

a) 2z —2)(x—3) < (x—3)(x—4) d) (22 —2)* > (3 — 2)(x — 3)
b) 3z —1)(z+2) = (z — 3)(2x — 1) e) 22° — 31-|-4 —(z—1)*—
c) (dr—-1)(4—2) < (2-3z)(z+1) f) (2z+3)*-9<8—-(3—2)*
Dane sg zbiory A i B. Zaznacz na osi liczbowej zbiory: AUB, ANBi A\ B.
a) A={reR:2*-2-6<0}, B={zeR: —2*< 4z}
b)A={z€eR:2*+Lx-2>0}, B={zeR:2’—z+ 1 <0}
Wyznacz dziedzine funkeji f.

a) f(z)=vz2 -3z -4 ¢) flz) = Va2 —1—v4— a2
b) f(z) = V=22 + 55+ 3 d) f(z) = VI = 1- O —1a®

Boki prostokata maja dlugosci réwne = — 1 1 2z + 3. Podaj wzdr funkceji

P zmiennej x opisujacej pole tego prostokata i okresl jej dziedzine. Dla

jakich wartosci & pole tego prostokata jest:

a) mniejsze od 7, b) wieksze od 187
Rozwiaz nieréwnoscé.

a) ¥ —4|z| 2 0 b) * 4 2|z| < 3 ¢) 22% —5|z| =2 3

7.7. Nierdwnosci kwadratowe 319 IS



7.8. Zagadnienia uzupetniajace

M Spadek swobodny i ruch pionowy w gore

Jesli pominiemy opoér powietrza, to droge przebyta przez spadajace swo-
bodnie cialo mozemy opisa¢ za pomoca wzoru s = ,f: , gdzie t jest czasem,
a g — przyspieszeniem ziemskim. Dla g ~ 9,81 m/s* mamy s = 4,92,
Galileusz w Rozmowach i dowodzeniach matematycznych. .. z 1638 roku
analizowal funkcje opisujaca ruch spadajacego ciala. Znane jest jego do-
Swiadcezenie, podezas ktorego z wiezy w Pizie. z wysokosei 49 metrow,
zrzucal metalowe kule.

1. Jesli pominiemy opdr powietrza, to odleglos¢ h
od ziemi kuli upuszczonej swobodnie z wysokosci
49 m, w zaleznosci od czasu f, mozna opisa¢ za
pomoca wzoru h(t) = —4,9t% + 49,
a) Przerysuj tabele wartosci funkeji h do zeszytu
i uzupelnij ja. Znajd# miejsca zerowe i okresl dzie-
dzine tej funkcji.

ts] 0 1 - 3
h[m] 49 | 7 ?
b) Na rysunku przedstawiono wykres funkcji i be-

dacy fragmentem paraboli. Ile metrow przebyla
kula w ostatniej sekundzie?

¢) Naszkicuj wykres funkeji k(t) = —4,9t* + 80
opisujacej odleglosé & od ziemi kuli upuszczone]
swobodnie z wysokosci 80 m.

2. Wysoko$¢ nad ziemia pilki wyrzuconej pionowo
w gore z predkoscia 12 m/s (reka osoby rzucajacej
pilke byla wzniesiona w momencie rzutu 2 m nad
ziemie¢) dana jest wzorem h(t) = —4,9¢* + 12t + 2.
Wykres funkeji h przedstawiono na rysunku.

a) Odezytaj z wykresu przyblizona wysokosé, jaka
osiagnela pilka. Jaka jest dlugosé¢ drogi, ktora
przebyla pitka?

b3 G = oS =] 00

b) Jak sadzisz, kiedy pilka poruszala sie z wigksza
predkoscia ~ w chwilit =1 s czy t =257

=i

@
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B Parabola

3. Podaj réwnanie paraboli, ktora jest zbiorem punktow rowno odleglych od

Parabola jest zbiorem punktow plaszezyzny
rowno odleglych od ustalonej prostej k (zwa-
nej kierownica) i ustalonego punktu F' (zwanego
ogniskiem). Na rysunku obok mamy:

|P1F| = |P1Q||1 P2F| = |P'2Q2|- |P3F| = |P.'3Q:1|

k

Parabola, ktéra jest zbiorem punktow réwno odleglych od prostej y = —p

i punktu F(0,p), jest okreslona za pomoca réwnania y = ﬁ.‘rz.

Przyktad 1
Parabola y = 2 ma kierownice Parabola y = —+2* ma kierownice
dana rownaniem y = —1 1 ognisko dana rownaniem y = 1 i ognisko
F{0,1). F(0,-1).
1 | 1 =i
Y o e e ] : Y
# |
/
v |
7 |
“ |
|
() [
" L) ‘ 1 3 ey « ST 1c J—__J_.. i ..I-'.
Parabola y = x* ma kierownice dana réwnaniem y = —7 i ognisko F (0._ 4].

prostej k i punktu F.

a) A::-;;:—%,F([],%) b) k:y:%,F({],-%) c) k:y:-—%.F([Li

' 6
Wyznacz rownanie kierownicy 1 wspolrzedne ogniska paraboli:

a) y = —za?, b) v=2z% c) y=—2z% d) y = 22

W=

Dana jest parabola o ognisku F' i kierow- \ ! ¥ B )

nicy k. Prosta [ jest réwnolegla do kierow-
nicy i lezy powyzej wierzchotka paraboli.
Uzasadnij., ze dla dowolnego punktu P na-

lezacego do paraboli suma odleglosci tego

punktu od ogniska i prostej [ jest stala. k

7.8. Zagadnienia uzupeinigjace
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6. Skonstruuj parabole zgodnie z podanym nizej opisem.
e Narysuj kierownice i prosta do niej prostopadla — 0§ symetrii paraboli.
» Na osi symetrii wybierz punkt F' — ognisko paraboli i zaznacz wierzcholek
paraboli w polowie odleglosci miedzy ogniskiem a kierownica.
» Po te] samej stronie wierzcholka, po ktorej znajduje sie ognisko. narysuj
kilka prostych réwnoleglych do kierownicy.
o Odmierz cyrklem odleglos¢ kazdej z narysowanych prostych od kierow-
nicy, a nastepnie narysuj luk okregu o srodku w punkecie F' i promieniu
rownym tej odleglosci — punkty przeciecia luku z dang prosta naleza do
paraboli.

Czy wiesz, ze...

Promienie rownolegle padajace na zwierciadlo o parabolicznym ksztalcie
po odbiciu skupiaja si¢ w jednym punkcie zwanym ogniskiem paraboli.
Zjawisko to wykorzystuje sie w telewizyjnyvch antenach satelitarnych i ra-
dioteleskopach, w ktorych odbiornik umieszceza sie w ognisku, aby uzyskaé
silny sygnal.

A 4
A

3

L ]

Natomiast promienie wychodzace z zarowki umieszczonej w ognisku zwier-
ciadla parabolicznego po odbiciu sa rownolegle. Zjawisko to jest wykorzy-
stywane na przyklad w reflektorach samochodowych.
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Zestawy powtorzeniowe

B Zestaw |

1. Wyznacz zbior wartosci oraz przedzialy monotonicznosci funkeji f.
a) f(z) =2% -2 c) flx)=a* -8z + T e) f(z) =—32°4+2c
b) f(z) = —2* + 6z d) fz)=—-2*+42+5 f) f(z)=g2®+ 3z

2. Wyznacz punkty przeciecia paraboli z osiami ukladu wspolrzednych oraz
wspolrzedne jej wierzcholka. Naszkicuj te parabole.

a) Yy =x°— 4z ¢) y=—-a*+2x+8 e)

y = 2x* — 51 + 2
b) y=—=2?+ 2z d) y=a*+6x+8 f) vy

—22°+8r—6

3. Rozwiaz rownanie.
a) 2+4z—-21=0 ¢) 322 —122+16=0 e) 3z2+56x+1=0
b) =622 —Tz+5=0 d) —z’+3v2z-5=0 f) 222-3z—-1=0

4. Rozwiaz rownanie.

a) 4922+ 140z +100 =0 e) (22—4)(z—10) = (z+6)(2—10)
b) 22 + 6z +9 = (22 — 1)? f) z3—a)=2z+1)(z+2)-1
c) 3x°+2x+1=3x+422 -3 g) (z—1)(z+2) = (22— 3)(z+4)
d)4—222-3z=2+2z+9 h) (2z—-1)>= (3 —z)(z — 6)

5. Rozwigz nieréwnosc.
a) 3z —120 e) 2* —3x(x—1)< 2z —-1)(z+1) — 4z
b) —4z% < 12z f) 7T—2(5x+2) >3 — (4 —2x)
¢) 22 -5z +T7<0 g) 2zt +a* -3 2> (1 —22%)(3 —a?)
d) 6z° +3 > 2z h) (2—32)*-6(3z—1) < —(1—4x)(2x-1)

6. Wykresem funkcji f(z) = 2% + bx + ¢ jest parabola o wierzcholku w punk-
cie W. Wyznacz wspolezynniki b i ¢ oraz zapisz wzor funkcji f w postaci
kanonicznej.

a) W(0,1) b) W(1,3) c) W(=2,2) d) W(4,-1)

7. Wyznacz wspolezynnik b tak, aby podany przedzial byl zbiorem wartosci
funkeji f(x) = 22* + bx + 1.
a) (—1;00) b) (0; ) ¢) (2;00) d) (3:00)
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I 224

v
W Zestaw Il

. Wyznacz wzor funkcji kwadratowe] f, jesli wiadomo, ze:

a) przyjmuje ona najwicksza wartos¢ réwna 2, a jej miejscami zerowymi
sa liczby —1 1 3,

b) jej zbiorem wartosci jest przedzial (—5;0¢), a miejscami zerowymi sa
liczby =31 7,

¢) przyjmuje ona najmniejsza wartos¢ rowna 0, a do jej wykresu naleza
punkty (2,5) i (4,5).

. Wyznacz wzér funkeji kwadratowe], wiedzac, ze jej wykresem jest parabola

o wierzchotku W(2,4) przechodzaca przez punkt P.
a) P(4,0) b) P(—1,T7) c) P(6.10)

. Liczba 3 jest miejscem zerowym funkeji kwadratowej f. Wyznacz drugie

miejsce zerowe funkeji f, jesli wiadomo, ze punkt W jest wierzcholkiem
paraboli bedacej wykresem tej funkeji.

a) W(5,4) b) W(-3,—6) c) W(3,2) d) W(z3,6)
Rozwiaz rownanie.

a) (x—3)*=(2z—1)(z—3) d) 9z — (22— 1)* =

b) 2 +4x+4 = (r+2)(3z—4) e) 42? = (1 —z)?

¢) 16— (3z—=1)2=0 f) (22 +1)% = (4z + 5)?

Rozwiaz uklad nieréwnosci.

) Bz+1)(z—-2)>0 b) (2 —3x) 2 -3(x+2)
a . bl v
422 -1<0 25 — 92 < 0

. Wyznacz wspolezynniki a, b, ¢ tréjmianu kwadratowego y = ax? + bx + ¢,
jesli do jego wykresu naleza punkty:

a) A(0,2), B(1,0), C(-1,0), c) A(3,0), B(2,4), C(4,4),
b) A(0,4), B(1,3), C(2,0), d) A(1,2), B(3,2), C(4,—4).

Przedstaw ten trojmian w postaci iloczynowe;.

Zaznacz w ukladzie wspélrzednych zbiér punktéw (z, y) spelniajacych wa-

runki:
a) 2 <x+12 i y* <4, c) 22 —=2x>3 i y* <2y,
b) 22 <3z i y*—y<?2 d)z2—-z>6 i 3% > 3y.
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Sposdb na zadanie @

Jesli w zadaniu mamy do wyznaczenia wzor funkcji kwadratowej, ale nie jest
powiedziane, czy chodzi o postac ogdlna, kanoniczna czy iloczynowa, mozemy
wybrad¢ taka, ktora jest dla nas najwygodniejsza.

Przykiad 1

Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli be-
dacej wykresem funkeji f. Wierzcholkiem tej paraboli

jest punkt (—2.4). Wyznacz wzor funkeji f. Ile liczb | ]
calkowitych spelnia nieréwnos$é f(z) > iz + 27 [ ol \ X

Wzor tunkeji f zapisujemy w postaci kanonicznej. Wierzcholkiem paraboli
jest punkt (—2,4), wige:
flz)=alzx+2)%+4
Do wykresu funkcji f nalezy punkt (0,2), zatem 2 = a(0 + 2)* + 4 i stad
a=—3,czyli f(z)=-3(z+2)*+4
Rozwigzujemy nieréwnosé:
—(z+2)*+42>z2+2 /. (-2)
?+4dr+4-8< —x—4
x? + 5z <0
z(z+5) <0
Zatem x € (—5:0), czyli nieréwnos¢ te spelnia szes¢ liczb catkowitych.
Odpowiedz: f(x) = —3(x + 2)* 4 4, sze&¢ liczb

Przykiad 2

Obwod prostokata jest rowny 14, a jeden z jego bokow ma dlugosc x. Wyznacz
wzor funkcji opisujacej pole tego prostokata w zaleznosci od x i podaj jej
dziedzing. Uzasadnij, ze jesli prostokat ten nie jest kwadratem, to jego pole
jest mmniejsze od 12%.

Dlugos¢ drugiego boku prostokata oznaczmy przez y. Wtedy 2z + 2y = 14,
czyli y = 7 — x. Zatem pole tego prostokata opisuje funkcja:
Plx)=z-(T—a)=—2%+ Tz, gdzie z € (0;7)

Wrykresem funkeji P jest fragment paraboli o ramionach skierowanych w dol
1 wierzchotku w punkcie o odciete] x,, = j—z = %
Rzedna wierzcholka:
a -
Yo (2P ==y B _ 48 g5l
P(z)_ (2.) +Ts=g s =7 =12

T, czyli gdy prostokat jest

kwadratem. Zatem dla prostokata niebedacego kwadratem pole jest mniejsze
od 121,
1

Funkcja P przyjmuje wartosc 12% dla. g = 3y =
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@ Zadania testowe

Rozwiaz zadania i zapisz odpowiedzi w zeszycie. W kazdym zadaniu tylko
jedna odpowiedz jest prawidlowa.

1.

Przedzial (—10;00) jest zbiorem wartosci funkeji:

A. f(z) =42* — 122 + 10, C. f(z) =4z* - 122 - 1,
B. f(z) =42* - 122+ 1, D. f(z) = 42* — 12z — 10.
Prosta x = /2 jest osia symetrii wykresu funkcji:

A. f(z) =v22*+2z -1, C. f(z) = V222 + 4z — 1,
B. f(z) = V22 - 2z + 1, D. f(z) = V22? -4z + 1.

Wykresem funkcji f jest parabola o ramionach skierowanych w dol i wierz-
cholku polozonym nad osia OX, gdy:

A. f(z)=(2—V2)2? -6, C. f(z)= (1 —v2)2* -6,
B. f(z) = (2 — V2) 22 — 6z, D. f(z) = (1 — v2) 2> — 6.
Dwa rézne pierwiastki ma réwnanie:

A. 22 — 2v/32 + /3 =0, C. 222 - 3v2z2 + V3 =10,
B. 2% + 23z + V3 =0, D. 222 + 3v2z +2v/3 = 0.
Miejscami zerowymi funkeji y = 4x* + bx + ¢ sa liczby 5 i —3, zatem:
A.b=-81i¢c=—-60, C. h=21e=<8,
B.b=-2ie¢=-15, D=4 {ipg=-=—30

Wierzcholkiem paraboli danej réwnaniem y = (22 +8)(3x 4+ 6) jest punkt:

A. (—3,-0), B. (—3.6), C. (3,-6), D. (3,6).
Zbior liczb rzeczywistych jest zbiorem rozwiazan nieréwnosci:

A. Sx* 44 >0, C. 92° + 30z — 25 > 0,
B. -4z -1 <0, D. —2z2 4+ 24z — 48 < (.

Zbiorem wszystkich rozwiazan nieréwnosci 22° > 3 jest:

VB, VB VG ©
A (), C. (~o0i~F) U (Fiw),
B. (-",,ﬁoc) D. (—oc. @) (3, .oo).
Liczba m nalezy do zbioru rozwiazan nieréwnosci:
A. 222 —92—-112>0, C. 242 —5x—7
B. 22° —Tz—92 0, D.2z*—3x—5

W oW
o O
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Przed obowigzkowa matura z matematyki @

M Zadania krotkiej odpowiedzi

Zadanie 1 (2 pkt)

Rozwiaz réwnanie 3z(x + 3) = (@ + 3)%

Zadanie 2 (2 pkt)

Rozwiaz nieréwnos¢ 222 + 7o > 4,

Zadanie 3 (2 pkt)

Rozwiaz nieréwnosé (x 4+ 1)(2e 4+ 3) < (2 + 1)(5 — z).
Zadanie 4 (2 pkt)

Wyznacz przedzialy monotonicznosei funkeji f(x) = —6x + x°.
Zadanie 5 (2 pkt)

Oblicz najmniejsza wartosé¢ funkeji f(x) = 2(x + 3)(z — 5).

Zadanie 6 (2 pkt)

Zapisz w postaci iloczynowej trojmian kwadratowy y = }L;lr'2 — 2z + 4.

B Zadania rozszerzonej odpowiedzi

Zadanie 7 (4 pkt)

Wykres funkcji g otrzymano przez przesuniecie wykresu funkeji f(z) = —%.‘1?2

o trzy jednostki w lewo. Naszkicuj wykres funkeji ¢ i odczytaj z niego naj-
mniejsza 1 najwieksza wartos¢ tej funkeji w przedziale (—5;1).

Zadanie 8 (4 pkt)
Podaj wszystkie liczby calkowite spelniajace jednoczesnie obie nieréwnosci:
224+4r<0i 2°=-4>0

[b] Zadanie 9 (5 pkt)
Na rysunku obok przedstawiono fragment paraboli
bedacej wykresem funkeji f. Wierzcholkiem tej pa-
raboli jest punkt (3.—1). Wyznacz wzor funkeji f

i uzasadnij, ze zadna liczba niewyvmierna nie spel-

nia nieréwnosci f(x) < —%:r iz

(0] Zadanie 10 (6 pkt)
Jedna z przekatnych rombu ma dlugosé z, a suma dlugosci obu przekatnych
jest réGwna 10%. Wyznacz wzor funkeji opisujacej pole tego rombu w zaleznosci
od z. Podaj jej dziedzine. Uzasadnij. ze dla dowolnej calkowite] wartosci =

nalezacej do dziedziny funkcja ta przyjmuje wartos¢ mniejsza od =4
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@ Przed matura z matematyki na poziomie rozszerzonym

W zadaniach 1-4 odpowiedz ma postac trzycyfrowego kodu.
Zadanie 1 (2 pkt)

Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby |z,
gdzie x; jest najmniejszym pierwiastkiem rownania:

(22 — 112 —-26)(22° + Tz +4) =0

?

Zadanie 2 (2 pkt)

Niech § oznacza sume wszystkich liczb naturalnych spelniajacych nieréwnosci
x? — 14z — 32 > 01 2% — 232 < 0. Zakoduj cyfre setek, dziesiatek i jednosci
liczby S.

Zadanie 3 (2 pkt)

Wrykres funkcji f otrzymujemy, przesuwajac parabole y = * — 42 + 11 o wek-
tor [\/3 —2\/:ﬂ. Znajdz najmniejsza wartosc¢ funkcji f. Zakoduj cyvire jednosci
oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku tej liczby.

Zadanie 4 (2 pkt)

Liczba —5 jest jednym z miejsc zerowych funkeji f, ktorej] wykresem jest
parabola o wierzcholku w punkecie (—3, 1). Po przesunieciu wykresu f o wektor
[0, p] otrzymujemy wykres funkeji g, dla ktérej jednym z miejsc zerowych jest
liczba 4. Zakoduj cyfre jednosci oraz dwie pierwsze cyfry po przecinku liczby p.

Zadanie 5 (4 pkt)
Funkcje f(z) = 222 — 11a + 151 g(x) = 2? 4+ br + ¢ maja te same miejsca
zerowe. Oblicz wartosci wspolezynnikow b i c.

Zadanie 6 (4 pkt)
Naszkicuj wykres funkcji f(x) = |2? — 22 — 3|. Podaj rozwiazanie nieréwnosci

fl2) 23

Zadanie 7 (4 pkt)

Na rysunku obok przedstawiono wykresy funk-
cji f(z) = -2 +2x+3ig(zx) =ar®+ bz —1.
Parabola bedaca wykresem funkcji ¢ ma wierz-
cholek w punkcie (—1,—2). Podaj rozwigzanie
nierownosci f(x) - g(z) < 0.

Zadanie 8 (4 pkt)
Dane sy funkcje f(z) = —a? + 4|zl + 11 g(z) = = + 1. Rozwiaz graficznie
nieréwnosé f(x) < g(x).
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Odpowiedzi do ¢wiczen i zadan

1.1. Liczby naturalne
[€]1. a) 1,2, 3, 4, 6, 12
b)1,2,4,7, 14, 28
e) 1:2; 3:4,6,9; 12, 18,-36
d) 1, 2, 3. 4, 6, 8, 12, 16, 24, 48
2. a), ¢) tak b), d) nie
3.a)3:842 b)3-25+1 ¢) 3-36
d)3-42+1 e)3:237+4+2
4.8)4-0+3 b)4-12+1
c)4-1943 d)4-314+2 e)4-123
a)2 b)23,5,7 11, 13, 17, 19
c) 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47

on
s

d) 53, 59, 61, 67, 71, 73, 79, 83, 89, 97
6.99=3-3-11,720=2-2.2-2-3.3-5

770 = 255 T T,
1024 =2.2:-2-2-2-2-2:2-2.2,
1323=3-3-3-7-7
7. a) NWD(18, 30) = 6,
NWW(18,30) = 90
b) NWD(15,50) = 5,
NWW(15,50) = 150
c) NWD(24, 72) = 24,
NWW(24,72) =T
d) NWD(144, 192) = 48,
NWW(144,192) = 5
e) NWD(84,105) = '3'1,
NWW (84, 105) = 420
f) NWD(196, 420) = 28,
NWW(196, 420) = 2940
8. NWD(z,y) =1, NWD(z,y) =z -y
[Z]1. a) 41 b) 26 ¢) 23 d) 19
2.a)5-7T+4 b)5-12+42
¢)5-31+1 d)5-55+0
3. a) nie b) tak, dla r =2
c) tak, dla r =3 d) nie
4. a) 6n+9 b)6n+3
c)bn—9 d) 12n+ 15
6. a) 6 b) 150 ¢) 245 d) 70
7. a) 24 b) 120 ¢) 23

Cechy podzielnosci liczb

1.a)3,5 b)2,3.9 ¢)2,5 d) 23

2. a) 4 — tak, B — tak b) 4 — tak, 8 — nie
¢) 4 - nie, 8 - nie d) 4 - tak, 8 - tak

3. a) 6, 12 b) 6, 15 ¢) przez zadna d) 6

4d.a)a=6 bja=0luba=6
¢Jo=2lba=86 d)a==6

5.a) 15 b) 15, 75 ¢) zadna d) 15, 45

6. a) tak b) tak c) nie

1.2. Liczby calkowite. Liczby wymierne

[€]1. a) —36 b) 16 ¢) 720 d) —481

e) —58 f) 26

2.a),b)z=y c)z#y

3. 35

4. a) =25 b) & ¢) 3% d) 23
5.a) 25 b) —% ¢) 2% d)5

(2]1. a) A=10%, B=113, C = 12¢

b] n_—au f:,_—1§,f+‘=$

d I'L:ﬁ,L:‘_Eﬁ
2. a) —3F h]ﬁ% c) 1 1:!}—1% e) 3%
f) —3L g) 44 h) 22 i) &

)1-.| b) 22 ¢) 8
d.a)z<y<zx h}y-::z{-r:
.a) —82 b) & ¢) —5-d) 1% e) 22
f) —42 g) 15; h) &

Z _ A 1 2 _ 1 1
7-ﬂ1§~a+ﬁlb)ﬁ—a+ﬁ
2 _ 1
©) sr=1 +ah¢
8. =+
9. 60 h

10. 5 h 12 min

1.3. Liczby niewymierne

[€]1. a) VT,V18, V4

b) V2, V10, V16, V25
2. a), b) jest ¢) nie jest

3. a) np. V3,23 b) np. V3, V27

Odpowiedzi do éwiczen i zadan, s. 10-19
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10. a) np. v2 b) np. 0.01v/2 4. a), }Skmlwﬂﬂﬂ
¢) np. 5+ 0.001/2 b), ¢) okresowe
5. a) f— c] —:—"% d} 1 e) 22
1.4. ]ilnzwini@cie dz.ie-:.if;tue B.o=2 y= a+y=>5z
liczby rzeczywistej 2 *{ 31;1 e 3 E
[@]1. a) 0.35 b) 0,44 ¢) 2,08 =T PR .
‘ ' =1L y=56
4)256 8):0,032 £} 0,005 8. a) 111110, liczba niewymierna
2. a) dziesiate miejsce: 2, b) 0, liczba niewymierna
rIwud'znﬁste nn'e‘]:q{‘.e: 4 9. z dokladnodeia do 0,005: £, 25, 27
b) dziesigte miejsce: 7, S
dwudzieste miejsce: 3 Diugoéé okregu. Liczba 7
¢) dziesiate miejsce: 5, 1. kwadrat: 1,4142; 2,8284:
dwudzieste miejsce: 4 8-kat: 0,7654; 3,0615;
d) dziesiate miejsce: 0. 16-kat: 0,3902; 3,1214;
dwudzieste miejsce: 4 32-kat: 0,1960; 3,1365;
4. a} VB, \E b) V8, Y16 64-kat: 0,0081; 3.1403;
5.a)21 b)20 ¢)0 d)1 e)2 dla 32-kata i 64-kata
6. a) 3,141593; z nadmiarem 1.5. Pierwiastek kwadratowy
b) :'5,14.[ tﬁf}; 7 me-:i.mrum-em 1. 2) 12 b) 15 ¢) 18 d) 25 e) 50
¢) 3,1416; z nadmiarem £)90 g) 1,1 h) 1,9 i) 2,1
d) 3,142; z nadmiarem ' ' '
e) 3,14; z niedomiarem 2.2)3 b)3 )9 d) 1.2 ¢) V3
7. a) 6,78; blad przyblizenia: 0,0024 3. a) 7;2 e h] 128 ¢m
b) 8,47; blad przyblizenia: —0,0047 4. a) 18, 3,57 b) 43, 35+ 5
¢) 7.90; blad przyblizenia: —0,0049 c) 4,3, 10 d} 3. % 2
d) 10.,00; blad przyblizenia: —0,0038 [2]1. a) 3 b) —11 ¢) 4,2 d) 0,5
e) 5,90; blad przyblizenia: 00,0039 e) -5 f) 132
[Z]1. a) 0,(7) b) 0,01(6) ¢) 0,00(3) 3.08) 2.3, 4.5 B4, 5 6.7,8,9, 10,13
d) 0,00(5) e) 0,3(6) £) 0.1(8) ¢) 9,10, 11, 12, l.i, 14, 15, 16, 17
2. a) na 12, miejscu: 6, 4. a) 3v2 b) 26 ¢) 43 d) 4V6
na 25. miejscu: 0; 1,046 613 f) 6v/7 g) 14v/2 h) 15v/2
b) na 12, miejscu: 2, 5. a) 61/2 b) V2 c) 1042 d) 5y 2

I 330

a) V164 b) V125 c) V286

a) VB, nie b) w.,f’i—lj_. nie

b), ¢). e), f) tak a). d) nie

a), c), e) jest b), d). f) nie jest
a) 11 b)8 c) 4
a)p,qlubp,r b)g, r ¢)gq,s
d) q. =

7. szedciokata

o S o

na 25. miejscu: 5; 0,325

Odpowiedzi do éwiczen i zadan, s. 20-28

¢) na 12. miejscu: 3,
na 25. miejscu: 7; 7,004
d) na 12. miejscu: 6,
na 25. miejscu: 3; 9,349
e) na 12. miejscu: 3,
na 25. miejscu: 4; 2,863
f) na 12. miejscu: 5,
na 25. miejscu: 0; 3,124

3. 0==680=3

e) 2012 f) 22\/2




10. a
11. a

12. a)

13.

a) 2

e) LIL f) ¥IB

a) 4v/2+ 1266 b) 3(V2—1)=06

¢) 3(1-v2)=-05

a) 6 b) 16 ¢) 20 d) 30 e) 42 f) 30

g) 120 h} 120

a) 30 b) 26 ¢) 2,2 d) 25
ﬁ+18f ) 12v/3 —

c]% ;—gﬁ—wﬁ d) 5v2+4v5 -1

15 b) 6v/2+8V3 ¢) 16

a) Ob=12v/2, P = 12

b) Ob = 24V/3, P = 72

¢) Ob=5(v10 + v2), P = 10v/5

1.6. Pierwiastek szeScienny

[€]1.a) 1 b)4 ¢)6 d) 20

2.a)8 b) £ ¢)11 d) 2 e) 1.1 f) =
3 a]h b)5 ¢) 14 d) 2 e) -5 f) 23
4. a) X2 “ b) 2v/2 c]“h

5 ]-11:]—4.:]—1:1]_- e) —+
6.a)3 b) —2 ¢) 0,2 d) -0.1 €) 3
f) =1 g)2 h) -2 i) 2 j) -2

@1.a); b);c)Fdz e H)F 83
h)

2.a)7 b)1 ¢)13 d) 2 e) 0,6 f) 0,5

3.
4. a) V24 b) V54 ¢) V432

a) 294 b) 592 ¢) 3V5 d) 53 e) 3V
d) V610

e) 1080

5. Waszystkie rownosci sa prawdziwe.

ajy bjr=y ¢)y d)

7. a), b) Wieksza jest pierwsza liczba.

10.
11.

12.

¢) Sa réwne.

a) 8 em b) 20 em

a) 122 cm b) 15 em

a) V162 b) V2500 ¢) 2048

d) /10000 ) Y5120

a) 14 b)9 ¢) —10 d) 4 e) 0.6 £) 2,1
g) 1+ h) 12

13. a) 25 b) £ ¢) 9 d) I
14. a) —20 b) —0,1 ¢) -2 d) -

15. a) 1 b) 0,3 ¢) 2 d) —1 e) —24 f) 4

1.7. Potega o wykladniku catkowitym

[€]1. a) 81, 729, 6561 b) &, & AL
] _i__ B 16

.a 125! B25
. <(-2)°< (-2’ <(-2)*=

= 31 = (-3)°
h]T c) 5 d) —z-e)4 f) 32
£ )25 j) —125
b) tak ¢) nie
wmﬁfhﬁfmﬁa
024 g) 32 } 1024 i) 2L
K £ ()

v,y # 0
h}q —2” 81
}—5 8v2, &
2..8) 2% b2t ¢} ¥ d] 3-*“
B I e S B G

by 3%, 8587580 87

) 1672, 1 108,:107°

6 =2 =—12 -2
116 R T B
V3

4. a) =% b) & <) —40V5 d) 18
5. a#0 a)a’ b)a® ¢)a® d)a"®
o)™ 1)t

.--—-n.
-l'--.._..-

i

| SR N .—]._,
=]

=3

il

e) 25
j) 400

l-ﬂ
e

6. a)x b)y

7.a) 13 b) i ©)6 d)3% €) 0 f) 23
8.a)2 b)16 ¢) 2 d) 27 e) 135 f) £
9.

a)x #0,y#0, ;T]"

b)a#0,b£0,c#0, m
c) a#0,c#0, 7206°

1.8. Notacja wykladnicza
[€]1. a) 5.02- 107 b) 2,99.10°%°
¢) 9,10056 - 10*
a) 6,32-10° b) 1,09-10% ¢) 4,3728 - 10*
d) 8,7652 - 10° ) 6,5- 107" f) 3,02.107°
g) 1,00324 10" h) 1.10°°
2. a) 86200 b) 0,000789

¢) 0,0000834 d) 6,02

Z)1. a

Odpowiedzi do dwiczen i zadan, s. 28-37
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3. a) 1,36 - 10* = 1360

b) 1,12 1[1‘3 1120000
)3 =300 d) 610" = 0,6
4. a) 2,73 m“‘ = 273000000 b) 2-10" = 20
c) 2,42 - 107 = 0,000 242
d) 5

a) 2

L

5.203 - 10° = 520.3

10" = 20000
b) 9 - 10" = 90000000000
¢) 3- 10" = 3000000000000
d) 1,6- 10" = 160000000000
6. a) 9.6-10” b) 610" ¢) 1,02 10°
d) 1,2- 10"
7. wios: 0,0000000046 m/s,
élimak: 1,94 - 1072 m/s,
sprinter: 110" m/s,
Ziemia: 29600 m/s,
dwiatlo: 2,99792458 - 10° m/s
8. rok $wietlny: 9.4608 - 10'? km;
kolejno: 3.9 10%, 1,5 - 10%, 5,9 - 107,
4,1-10",2,6-10"7, 1,4 - 10%2
9. 1,017 10" h

Nazwy wielkich liczb

2. nazewnictwo europejskie:
Stonce — 1,989 kwintyvliondw kg,
Merkury — 330.2 tryliardéw kg,
Jowisz —~ 1,899 kwadryliardow kg,
Ziemia — 5,974 kwadrylionéw kg;
nazewnictwo amerykanskie:
Stonce — 1,989 nonylionéw kg,
Merkury — 330.2 sekstylionow kg,
Jowisz — 1,899 oktyliondw kg,

Ziemia — 5,974 septyliondw kg

1.9. Potega o wykladniku wymiernym
[€]1.a)2 b)4 ¢)9 d)2 )3 )3
2.a)8 b)9 ¢) 16 d) 8 e) 729
f) 32 g) = h)27 i)32 j) %
4. a) 1000 b) 1024 ¢) 25 d) 8 e) 5
f)3 g)3 h)2 i)7 j)4
5.a)4 b) 125 ¢) 16 d) 32 e) V3
6. a) 216 b) 32 ¢) 12 d) § e) 15
7.a)81 b)4 ¢) & d ::-\f: e) =

B 552 Odpowiedzi do éwiczen i zadan, s. 37-47

[Z]1.

a) 199.5262 b) 2818.3829

¢) 42,1697 d) 0,0200

a) 2% b) 2% ¢) 2% d)2f e) 2% £)2¥
§) 2% b 2}

a]?’—‘ b)78 7t a)7d 7 d
£) 7% g 7 h)7E

a) 27 b) 25 ¢) &= d) £ e) 5 f)8

g) 10 h) 2

a) 0,008 b) 2,5 ¢) 0,09 d) 125 e) 32
£) 0,008 g) 411142 h) 0,008

243

5.a) 16 b) + ¢)1 d)6
6. a) 2% b) 5t ) 5% d)2f e) 3t £) 3%

T

g) 2% h) 3% i) 2% j) 18! k)27 1) 3%
a)x b)ax

1.10. Logarytm i jego wlasnosci

[€]1.

2.

b

&

L R e

a)l b)2 ¢)5 d) -2 e) 3
a)4 b) 10 ¢) -1 d) -3 e)
a)l b)4 ¢) 5 d)3 e -2 f) 1
a) 14 b) 7 ¢) 13 d) 3% e] 2%
a) -7 b) 13 ¢) —21 d) 3L e) 42
a) 20 b) 20 ¢) 12 d) 16

a)9 b)1 ¢) -5 d) % e 3
a)0 b)5 ¢) -1 d) 2 e) -3
a)—1 b)2 ¢)4 d)3 e}%

a) 2+4=6 b)3—-2=1 ¢) 1+
a)3-1=2b)4-2=2¢)1—
a)2 b)1 ¢)3

a) —1,523, —0,523, 0,477

b) —1,268, —2,268, 0,732 ¢) 1,431, 0,602

=9

3
z
L
]

1
z

Skala logarytmiczna

1.

2.

a) log 40 = 1,6; log 90 = 1,95
b) log 400 = 2,6; log 900 = 2,9
loga =1, logh=4, loge =6,
logd = —4, loge = —6

1.11. Procenty (1)

[€]1.

2.

czapka — 27 zl, rekawice — 39 zl,

razem 66 =l

cena nart po obnizee: marcowej — 462 zl,
o 50% — 4125 zl



[€]1.

1380 zl, wzrosta o 38%

a) 20 b) 30

a) 2.4 b) 308 ¢)5 d)5 e) 0,036 f)0.99
firma Y: o 35%, firma Z: o 12,5%

a) y = 50%a, x = 200%y

b) y = 80%x, x = 125%y

c) y = 160%zx, x = 62,5%y

8. cena sredniego zestawu: 250 zl,

oI P e

cena malego zestawu: 125 zi

a) 1604 b) 4,5 ¢) 0,004

a) 100% b) 25% «¢) 56,25%

a) 36% b) 552%

a) 1188 zt b) 1125 zt ¢) 1080 =zl

a) 62,6% b) 75%

a) 1 kwartal: 2500000 =1,

[T kwartal: 3000000 zt,

IV kwartal: 2400000 =zt

b) [ kwartal: 1500000 zlI,

I kwartal: 2250000 zi,

1T kwartal: 1800000 z}

7. a) 2706 zl, podatek stanowi okolo
18.7% ceny brutto
b) 2600 zl, cena netto stanowi okolo
81,3% ceny brutto
c) 2583 z1, cena brutto po podniesieniu
ceny netto: 2829 zi

ol ol

1.12. Procenty (2)

a) poparcie o 4 punkty procentowe,

liczba osdb o 25%

b) poparcie o 2 punkty procentowe,

liczba oséb o 20%

2. W banku A wzrosto o 1,5 punktu procen-
towego, w banku B zmalato o 1,2 punktu

procentowego.

a) 5100 z1 b) 5175 =t ¢) 5200 =i
120 zi

1.5 punktu procentowego

a) 7800 zI b) 7740 zi

nie

a) 2322 zt b) 2500 zl

9000 =zt

ol O

1.13. Zagadnienia uzupelniajace
1.

369 | 59 | 449

239 | 359 [ 479

269 | 659 | 148

3. tak: 170, 204, 1020; nie: 200

Zestaw powtorzeniowy I
1. a) 995 b) 996 ¢) 994 d) 990
2. a) 4+ b) 8 ¢) —= d) 40,9 e) —131

f) 3%
3.a)15 b) 3 ¢) & )'—r
4.2)4— Y2 2 } 14
¢) V81 + V81, 13 d}w/—v"_
5.2) § b) % o) 15 d) 55
e}2f]+g}%hla
6.a) -2 b) —13 ¢) 0 d) 1

e)3f)3 g5 b3
7.a) =3+ /5 b) =375 <) %
<) 3 b)12 ¢} b
9.a)63-1077 b)1,2-10*
c) 2,1-10" d) 1,28 10"
&) 6107 £)'3.2:10~1
10. a) d,b,ec,a b) d,a,b e
11. a) Zmniejszyio sie o 36%.
b) Zmniejszylo sie o 1%.
12. 150
13. 4
14. a) 100,2 b) 500,8

Zestaw powtorzeniowy 11
1. Najwiecej dzielnikdw ma liczba 60,
a najmniej liczba 123,

2.a)4 b) 1 ¢) 2L d)6l e) 64 f) L

115
4.m=%jy—"
a) 133 b) 2355 ©) 255 d) 1%
5. a) z 7%, r;éﬂ b) 36y", y £ 0
c) 821% y#£0,240

d]t.s#ﬂ.f#ﬂ,s;&tfsi—t
6. a) 20 b) L2 ¢) 27 d) 2
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7. a) I%m +63t—12,m#0,t#0
b) 44z +24, x #0, 4y #0
8. a}fg h]% c}%@q n:l}-"%ﬂl
11. @ = 40 lub £ = 56 lub = = 88

Zadania testowe

1.B 2B 3. A 4.C 5D 6C

8. C 9.B

Przed obowigzkowa matura z matematyki

150
25 zi
360
12,5%

15 h

A L R

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin

1. 061 (2 = 32)
2. 250 (0,25)
3. 187 (&
4. 708 (%
2.1. Zbiory
1. a), ¢), f) jest
b), d), €) nie jest
2. a) tak b) nie
3.ajBCA b)ACB
¢c) ACBiBCA czyi A=B
(Z]1.a) ACB b)ACB ¢) BC A
2. a) tak b) nie ¢) nie
3. a) tak b) tak
4. a) B b) A

2.2. Dzialania na zbiorach

[€]1. a) A= {1,3,6,7,8},
B=1{1.2,345}, AnB=1{1,3}
b) A= {a,b,e,d,e},
B = {ec.d.e, f,g.hi},
ANB = {c¢,d.e}
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@1

a) {0.6,12,18} b) {3.1}

¢) {0,1,2,4,5}

a) tak b) nie

a) 1,2,6.7.8.9,10 b) s, f,u. v, w
a) {5.9,10,11,12, 13, 14, 15, 20, 25}
b) {1,2,3,4,6,8}

.a) AUB={1,2,3,4,5,6,7},

ALC ={1,2.8.5,8,7.8,9},
BUC = {2,3,4,5,6,7,8,9},
AUBUC =1{1,2,8,4,5,86,7.8,9)
b) ANB={2,3}, AnC = {3,7},
BNC={3,5,6},,AnBnC={3}

a) A\ B={7,9,11}, B\ A = {0,2,4,6)

b) A\ B = {8,16,32,40}.

B\ A= {6,12, 18,30, 36, 42)

AUB = {k,l,m,n,0,p,q,r,s},

AN B ={n,0}, A\ B={k,l,m},
B\ A={p,q,r,s}

a) AUB = {-3,-2,-1,0,1,2,3},
ANB={-1,1}, A\ B={-2,0,2},
B\ A={33)

b) AU B = {0,3,1,v2,2.4},
ANB={1,2}, A\ B ={.4},

B\ A= {0,v2}

¢) AUB=Z,ANB=N, A\ B =0,
B\ A= {-1,-2,-3,-4,...)
ANBNC={571)

a) ANB={m,rt} b) A\ B={k}
¢) B\A={g} d) BNC = {g.r}
e) B\C = {m,t} f) C\ B={bhl}
g) AnBNC ={r}

h) AUBUC = {b, g, k,l,m,r 1}

a) 11 b) Il ¢) I

W kazdym podpunkecie odpowiednie

zbiory sa rowne.

a) AUB =1{1,2,3,4,6,7,8,9},
AucC =1{1,2,3,4,5,6,9},
A\NC = {3,4,9}, B\C ={3,7,8}

b) A\ (BNC)={3,4,9},
(A\B)NnC =140

c) AU(BNC)=1{1,2,3,4,6,9},
(AuB)NC = {1,2,6}



9.
10.

d) A'nB' = {5.10},

Auc ={3,4,5,6,7,8,9,10},
AU Buc = {3,4,5,8,7,8,9,10}
a) 60 b) 170 ¢) 60

4

(AuBuC)Y =A'nB' NnC',
(AnBNnC)=AuBuc

Iloczyn kartezjaiski zbiorow.
Punkty kratowe

2. a) 20 b) 25,5

2.3. Przedzialy

[€]1.

a) -3<x<2 b)0<az<4
¢) —3<z<gz d)100<z<150

. a) —1 < 2 <4, 6 liczb catkowitych

b) 2 <a <5, '] liczby catkowite
c) 2<z< _E* 1 liczba catkowita
d) —60 f‘; x < 40, 101 liczb catkowitych

[@)1. a) (— b) (1:v2)
c) (23 DGJ d) (—o0;—3)
2. 8) (-T:2), ~T <2 <2

b) (~50; zm) -1ﬂ<:r<.'2ﬂ

a) (0;4) b) (—4;0)

c) (25:00) d) (—o0;—v2)

a) (—1;3) b) (—4;2)

c) (1;5) d) (—1;3)

a) —1,0,1,2,3 b) 1,2,3,4, 5
c) 0, 1,2 d) -6, —5, —4, —3, —2

6. a) z b) y

10.

a)4 b)6 ¢)6 d)8
a)ACB

b) Nie zachodzi zadna 2 tych zaleznosei.

c)BCAdACBH
a) (—=2;5) b) (—3;5)
c) (=3:;2) d) (—1;1)

a) -1 b) 1 ¢) 22 4g)2

11.
12.

13.

p=—1lubp=1

a)x € (1;2) iy e (1;5)

b) x € (=5 —1)iye€ (0;4)
a) 11 b) I ¢) 1

2.4. Dzialania na przedzialach

[€]1.

- A\ B = (-3;0)U (4;6), B\ A =

a) AUB =(1;6), ANB = (2;4),
A\B=(1;2), B\ A= (4;6)

b) AUB = (—-4;3), An B = {1},

A\ B=(-4;1), B\ A= (1;3)

c) AUB = (-5;3), AN B = (1;3),
A\B=0,B\ A=(-5;1)

d) AUB=(-3;2), AN B =(-1;2},
A\B=(-3;-1), B\A=10

a) (—5—3)U{(—1;4) b) (-3;2)u(3;5)
c) (—3; —1)U(2;00) d) (—o0; —3)U(1;00)
a) AUB = (-3:;4), AN B = (-1;0),
A\B=(-3;-1), B\ A= (0;4)

b) AUB = (—4;3), AN B = (—3;2),
A\B=(—4;—-3), B\ A=(2:3)

c) AUB = (—o0;2), AN B = (0;2),
A\ B =(—-o0;0) U {2}, B\A=10

d) AuB={(-1;00), AN B = {2},
A\ B=(-1;2), B\ A=(2;x)

a)7 b)5 c)4

a) 10 b) 7 ¢) 0 d) 3

a) AUB =(—3;6), ANB = (0;1)U(3:4),
(1;3)
b) AUB = (-2;00), ANB = (0; 1)U(4; 5),
A\B={-2:0), B\ A= (1;4)U (5; 00)
c) AU B = (—oc;6),

AN B =(-1;0) U{2;5),

A\ B =(—o0;—1), B\ A = (0;2) U (5;6)
d) AUB = (-2;0} U (3;5), AN B = {0},
A\ B =(-2;0), B\ A= (3;5)

e) AUB=(0;T)U(8;9), An B = (1;3),
A\B={(0;1)U(3;7), B\ A= (8;9)

f) AUB={1;9), AnB=(1;2) U (6;9),
A\B={1}u{2;6)u {9}, B\A=1

a) A\B=(-51)u(1;2), B\A=10

b) A\ B=(3;4)U(4;), B\ A= {2}
c) A\B = (—o0:0)U(0;4), B\A = (4;00)
d) A\B={2}, B\A=(%3)U(3;00)
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7. A= (—4;0), B=(=1;3), C =(2;00)

a) (—4;2) b) (—4; —1)U(3;00) ¢) (—1;0)
8. a) A" = (—o0; —3) U (0; ),

B' = (—o0; 3) U (3;00),

A'NB' = (—oc;—3) U (0; 1) U (3; 00)

b) A’ = (—o0; —4) U (4; 00),

B' = (—oc;0) U (2; 00),

A'NB = (—occ; —4) U (4; 00)

c) A= (1;3), B' = (—o0; —4) U (4; 0),

AnNB =0

d) A' = (0; 1) U (5; 00),

B' = (—c0; —5) U {—1;00),

AnNB ={0;1)uU
9. a) x € {—3;-1) U (2;6), y € (1;3)

b) & € (—3;6), y € (1:2) U (3:4)

) {0:5) U(§i5) U(F:5) V(51 3

b) l{!

(5 00)

11. a

2.5. Rozwigzywanie nierownosci
1. a). b) spelnia ¢), d) nie spelnia
2. a) * < —36, nie istnieje liczba naturalna
spelniajaca te nierdwnosé
b)x =2
¢) < —51, nie istnieje liczba naturalna

ﬁ , liczba 3

spelniajaca te nierdwnoscé

d) x > 20, liczba 21
3. a) nie b) tak
4. a)z<9 b)ar> L

) &< =15 d]:l ;26

S.a)z>-3 b)az-6 c)x>=24

d)u::}% e) @ < 13 f}at}:—%
6. a), e) spelniona przez kazda liczbe x € R
b), ¢), d) sprzeczna

a) (4:5) b) (—5-2) ) (~ki1)

2. a) (— ﬁ—i] —5 h} -1:4),0
c}{—ll}

d) —-— }—.J —4
3. a}iddnd b)e ¢) e d) b, e

e) a, b, ¢ f) zadna

4da)z>2 b)z=z2 cJa<s®
d)r>2Z eJazd fla<
5.3}:::{5" ]A}ﬁfc]’t}"—:;::
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8.
9.
10.

a)n € {6,7,8} b)ke {-2 -1}
ecgm<13imeN

a) k€ {4,5} b) ke {2,3,4}
wiece] niz 85

a)> b)> ¢) <

a) nie b) nie

Mnozenie sumy algebraicznej
przez jednomian

: 2

a) 3z! + 22 — 4z® b) —12® +2' + 42°
c) —2z'y + :-"J’yz d) 42’y + ﬂaﬂyz

e) zty® —ay? +2%° f) 6x%y® — V3t
A-TILB-1IV,C-1I,D -1

a) —6x* — 62° + 10z b) ——r“1L + 5z°

c) 32zt — 462 d) 23:1."":3,"‘!r + zy®

e) —a'y® + 2y + 227y

f) 3a°y* — 32’y — Say

2.6. Wylaczanie jednomianu przed nawias

[€)1.

a) 400 b) 450 ¢) 1500

d) 3600 e) 4800 f) 3800

a) 5(x +y) b) 4(b — 2a)

¢) 9z — 3y?) d) —6(=* — 3y%)

e) 13(3y® — 22) f) —11(a® — 2b?)
g) —12(4p — 3¢°) h) 25(3ay* — 5)
a) z(4x +y) b) 2x(z* — 6y)

c) xy(3 — z) d) 6pg(1+ 3p)

e) a’b(1 + 3b—a) f) 2*y*(4 —
a) 42%(2z — 9) b) Ty?(1 — 24%)
¢) 5z°(x + 2y) d) Sa(dx — 3y)
e) 4b(2a + 3¢) f) 2xy(2+ 3x)
g) 2a*b(a + 2 — 2b)

h) 3p°q*(Tp — 9g + 1)

i) 6ry(8x + 3y — 2xy)

Sz + 2y)

. a) 400 b) 4000 ¢) 5000 d) 3700

e) 1000 £) 300

a) ab(a +b*) b) 2y’ (a® —y)

c) 3a*(3ab® — ¢?) d) 4y (a'y + 22)
e) 3a’b(ab —2) f) 20°y°(3y + 4z)
a) xyz(z +y + 2)

b) zyz*(z + yz — %)

¢) 22%y(x — 2y + 32)

d) 32%y* (day + 2y — 32%)



] 1.

4. a) 94 (3y® + 4y — 6)
b) 3ab(3a + b+ 2) = 9a®b + 3ab® + 6ab
¢) 33 (4t2 -3t +1)
5. a) —45 b) —30 c) 225
6. a) 120 b) 24 ¢)4 d) 2
7. a) 525 b) 140
8.1-C,H-AI-B

2.7. Mnozenie sum algebraicznych
a) 22 + Tz + 12 b) p? — pg + 6p — 6g
¢) —2p* —pg+¢° d) 62° + 20z +6
e) 3a” + Tab— 6b* f) 8a* — 8ab + 2b*
2.a)2° —3x+2 b) 22° 4+ 52249
¢)x’ —dax+4y—y°
d) 22° + 6z + Szy + 18y — 3y°
)z’ —x+5y—y*—6 )2 +2°+1
3.a) V= ' —22% — 8
b) V=2x®—22"—242
4.a) 2v/2—1 b) 11 — 55
¢) 7—-3v6 d) 16 + 710
e) 5+ 26 — /3 — 2
f) —5+2v6 — 2v3 + 3V2
6.a)z=—-% bz=2 c)ja=
djz>-3 e)Jax>-1 flz=
.a) 2a°* —2a+ab—b
b) 6ab + 9a — 4b* — 6b
¢) —12a” + 4a + Gab — 2b
d) —4a — 8ab — 6b— 3
e) 2a° — dab + ab® — 2b*
£) —3a® + 2a%b + 9ab — 6b*
2. a) 2° + o+ 2xy — 4y —6
b) 42% — 4z — 22y + 3y — 3
o) z* + 2’y + 2% +xy+y* + 2y
d) z* -2’y - 22 + 22y +2 -y
e) 22%y + 6% — 122y — dzy®
f) —162° + day®
3. a) 2a” — 24 b) 12ab+ b*
c) a® +2a — 3 d) 4y — 42* — 32y
e) 22% + 152 f) 22° — 6oy — 18y°
4. a) z° — 4z — 12, —9,75
b) z* — 2% — 6, —6,375
5. a) P=a*+2a b) 1

enlb

=
3

a)3xr+T7 b)a+3
¢) bx + 12 lub 4z 4 13

7. a) =20 b) —6 ¢) —4 d) 10

10.

11.
12.
13.

14.

a)z=-10 b)z=4 ¢)z=-6
dz=-3 ea=3 fla=41
a)z>23 bla< -2 c)a=2

d)a<i

a)3 b)10 ¢) 0 d) 5

a) 160 cm i 100 cm b) 57 cm?
a) 2 —22°+ 222 -1 b) 1-2°
d) a® — 2a%*0* + b°

b) 42* — 1602* + 1600x

c) 14 cm

c) a® —b°

2.8. Wzory skrdconego mnozenia

(€] 2.

a) 2* +2x+1 b) 2® +4r +4

¢) 2 —6x+9 d) 2* — 10z + 25
e) dz° +dx+ 1 f) ta* + 22 +4
g) 162* — 8z + 1 h) 42* — 2z + &

. a) x? + 4oy + 4y° b) 4z? — dzy + y*

c) 0r? + 122y + 4y
d) HJ::'Z + 3zy + 1y°
e) 42° — zy + =y
1 1,2
f) $T° + sy + 5Y

.a) 8427 b) 14—-6v5 ¢) 39— 123

d) 5+2v6 e) 21 +6v10 f) 62 —2v3
a) 22 —9 b) 2* —49 ¢) 42 - 16

d) 2527 — 36 e) 92% — 16y°

f) 9y* — 12°

a) 18 b) -4 ¢) -2 d) —1 e) -1 )45

.a) =5 b) -2 ¢) —5y* — 12y + 13

d) —50y°—10y e) 13z*—5y° f) 8z°+24y°

.a)7 b)16 ¢) -7 — 82

3.a)6 b) —3+2v3 ¢) —12V/3

d) 4v/2 e) 10 f) 12 — 2+/30
g) 49 — 202 h) —31 — 122

4.a)1 b)1 ¢)2 d)2
5. a) 66 + 362 b) 78 — 24/3

c) 48 4+ 24v/3
a) 14 b) 12— 24 3/10

7.a) 14 b) 2y/5—-2 ¢) 12 d) 2/7 -4

a) —18v/10 — 42 b) 1613
¢) 96 — 125 d) 0
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2.9. Zastosowanie przeksztaleen
algebraicznych

lq. a} ﬁ—x,-'ﬁ h} H»E J‘.- 10
l::l 1_5\-'@ d} —3\-‘3 E:I ﬂgr—ﬁ
2a)z=3 b)r=1 c]:r.r:ﬁ
3. a)z>—1 b)a< —3
x>z d)x<2
4. a)z=-4 b)z=3 .{.'.}.LZ% 1
d)z=-2 ejz=-3 flz=¢

5. a) sprzeczne b) tozsamosciowe
6. a) tozsamosciowa b) sprzeczna
(Z]1. a) fﬁ—t tak b) M tak
}w"—a tak a] i»L'-’% , nie
e) 13 — 6, tak f) I?v’_—l— 16, nie
g) V6 + /5, nie h) 2v/5 — 2/3, tak
i) 24/7 + 2v/2, nie j) V6 — 2, tak
k) —M. nie 1) L._'-f"'—i. tak
2a)z=45 b)z=13 ¢z eR

d) sprzeczne e) x =18 f) v = “—_;i

3.a) £ < 9 b}sER c}q:}ﬁ 1
dr<ta>-Y Hr<i

4. a) (0:2) b) {—5;2} ) (3;3) d) (£:5

: 2} 1.-’§+41-’E-2 h} 1.-’5-;’%2
c) 2\.-"3+31~.;2-~;E

Liczby wielokatne

1. 400

3. 51

4. 1, 6, 15, 28, 45

2.10. Wartosé bezwzgledna

[€]1. a) 5 b) 5 ¢) V3 -1
d)3—v3 e)3v2 -4
£) 65— 25
2. a) z=—2lubzx=2
b) & = —10 lub & = 10
¢) @ =0 d) brak rozwiazan
3. a)z by )z
4.a)2—+/3
b) 4 — 2v/3
c) 3vV2 — 23
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5. a) x € (—8;8) b) x € (—vV2;V2)
¢) x € (—oo;—3) U (3; 00)
d) & € (—o0; —m) U {m; 00)
6. a)x€R b)z=0 ¢) xR\ {0}
d) sprzeczna
[Z]1. a) x+ |z| =0, 2 — 2|z| = —
b) z + x| =0, & — 2z| = 12 — 66
¢) x + |&] = 12v/2 — 186,
x—2lz| = —6v2+8
d)z+|z| =0, 2 — 22| =3r — 6+3
2.a)z=—-4,2=4 b)z=-14, =14
c)z=—6,z=6 dyjz=-3},2=1
e)z=—32,2=3 flz=-8,z=28
glxr=—1l,z=1 hYa=—-4,x=14
3. a) |z| >-Tdlaz e R,
|| < =T dlaxz e
b) || = -3 dlax € R,
lz| < -3dlaz el
4. a) (—4; —1) U (1;4), 4
b) (—6:0) U (0:6), 10
c) (—5;—2) U (2;5), 8
d) (-m;=-3) U {3;7), 2
e) (-3;—3)U(3:3), 4
f) (—6; —/3) U (v/3;6), 10
}{ %_;;:IL'{QJE} 4
h) (—5; —v2) U (VZ;5), 6
a) 5—2v5 b) V21
7.1-B,1II-C,1l1- 4
8.a) i 1 1 @ iY$ @ iii




2.11. Wlasnoéei wartoéei bezwzglednej

[€]1.

a)x=—1luba=35
b)z=05lubax=75
¢c)z=-8lubz=
dz=5lubxz=7
&) o= —2—/3lubx=-24++/3
f) sprzeczne

glz=—-2lubz=4% h)a=-9

. a) x € (4;10) b) x € (—4;10)

c) & € (—oo;—T) U (—hH;00)
d) z € (—o0; —8) U {0; 00)
e) r € (2; 16)

f) @ € (—oc; —13) U (3;00)
g) € (—15:—15)

h) z € (—o0; 0) U (2v/T; )
a)re {«’1%;9%}

b) @ € (—o0; ) U (34;00)

Jayp=e=0 b)r==3 y=]

)r=-4,x2=8d)r=-—9,x=-3

e)z=6z=14 flza=-3,2=1

.a)z € {—6;2) b)axe(—co;l}U(5;00)

¢) x € (—o0;—2)U(3;00) d) 2 €(3;9)
e) r € (—oo; —6) U (—2;00)
flae(—3:—32) go=2

h)ze R\ {11} ijzeR

a)z=-10,2=0

bj#=1.4=25

Hr=0,2=2 djg=-2z=1

e)r=—3,2=% fla=—3.2=4%
4. a) z e {(—v2;v2) b)zeR

5.a)z>23 b)r<2

c]:t:ﬂ—\.ﬁ djz =2
a)0 b)3 ¢)2

2.12. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) ~p: V625 =25, p -0, ~p - 1
b) p: 100 jest liczba parzysia,
p—1,~p—10
2. wartos¢ logiczna koniunkeji:
a)l1 b)0 ¢)0 d)0
a)l1 b)1 ¢)1 d)0 e)l f)0
a)0,1,1 b)0,0,1 ¢ 1,1,1 d)1,0,0
a)0,0,1 b)1,0,0 ¢)1,1,1 d)0,1,0

Tylko a) i e) nie sa prawami rachunku

s s

zdart.

Zestaw powtorzeniowy I
1. 20
2. a) {0,3,6,9,12}
b) {0,1,4,6,8,9,10,12,14} ¢) {3}
d) {1,4,8,10,14} e) {1,5,13}
£) {1,2,4,5,7,8,9,10,11,13, 14}
3. a) AnNB=(2;4), AUB = ({-1;5),
A\B={-1;2), B\ A= (4;5)
b) AR B =(3;8), AU B = (2:T),
A\B=(23)u(57), B\A=10D
c) AnB={2}, AUB = {-4;9),
A\ B={(-4;2), B\A=(2;9)
d) AnB = {0}u(1;2), AUB = (—o0;4},
A\ B = (—00;0), B\'A=(0;1) U {2;4)
e) ANB=(—2;—1) U (3;4),
AU B = (—00:5),
A\ B = (—oc; —=2)U(4;5), B\A = (—1;3)
f) AnB = (0;2),
AUB=(-1;5)U(5;00),
A\B=(-100U(5;00), B\ A=(2;5)
4. a) a® +2ab+a—4b—6
b) 4a® — 8ab + 3b° + 2ac — 3be
¢) 2a* + ab — 6b* — 6ac + 9be
d) —8a* 4 202%y — 8y°
e) —182° + 242°y — 8ay®
£) 2% — 4
5.a)2 b) -3 ¢)0 d) 3
6.a)8 b)B ¢)3 d)5
7. a) (-9 1)U (L9
b) (2:6)
c) (=4 -3) U (L;4)
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8. a) (1;7) b) (—1;1) Zadania testowe
—00; —b) U (7; 00) 1.C 2B 3.A 4C 5 A 6.A 7.B
5 —3) U (=1;1) 8.A 9.A 10.D 11. B

oo; —3) U (—1;1) U {3;00)

)
)
d)
e)
Zestaw powtorzeniowy 11
La) X=T"hX =Y ¢ X=%
2.a) ACB b) BC A ¢) zadna
3.a) —2+2v3 b) 8+ 7V6
) —24 + 6+/2
d) —22¢/5 + 40
e) 28 f) 24v/2
g) 4+ 4v3 h] 18 — 16V/5 Przed maturg z matematyki
1) b g na poziomie rozszerzonym

4
(%
(—o0 11> dlﬂ 242
(—oc
3

]

(
(—
k=
(= Przed obowiazkows maturg z matematyki
-V3

{1;00)

10

x € (—3;2)

4

= B8

|L‘n.
L]

¢
J. a

i5) f) (—o031) 124

170

738

—2,-1,0,1,2,3,4,5,6,7, 8,9
B\ A=(20)

)
)
)
)
)
)

5

g e o

il G e L g P 3.1. Co to jest uklad réwnan
b) 8 , €)1 6

f}i“ ey 2. C
0 i B 1 A S R R .
: T T— . [Z]1. a), c), f) tak b), d), e) nie
N 5 e I 5

' w ST 3. a) (1,7), (3,4), (5,1) b) (3,2)
c) 24 o o ¢) Nie ma takich liczb.
b c)np.4x+3y=3 d)np. 2r+y=-9

r+y=>5 y+8=x
y=5 {J

ay==x

=3y i {.-:-:+3=-_e,r

{

I Pob 1,15a — 0,856 = 1
6 k=1 l=4hbk=21=3 T.alm=T,n=3b)m=4n=6
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3.2. Rozwiagzywanie ukladdéw réownan

metods podstawiania

[€]1. a) z=10,y=1
b)x=19, y =37
)r=35y=3
d)z=8,y=
e)it=8 y==1
f)a=-3,y=—4

2. a)z=5uy=1
bjz=3y=73
cjz=1y=28

3. a8 x=11,5=—1
bljr=2y=-2
) =3;89=-T

4. a) nieoznaczony b) oznaczony

¢) sprzeczny

ca)as=29, 9=16
_ _ 2
cjz=1,y=0
dz=17y=09
S i T
e z=—g,Yy=—3
£} 2=109=20
ca) g=2y=—i
b)x=-28 y=-13
¢)x=25,y=-1
dz=-2%y=5
e)r=05y=-15
f)#=4.9=%

3. a) tak b), c), d) nie
4.a)0 b)1 ¢)1 d)0

ayr=19=72

o e 13
bjx=—3,y=—-5

6. a), ¢) nieoznaczony b) sprzeczny

a) np. 6z — 1 = 8y

b) np. 6 — 4 = By

c) np. 3z — 8y = 2

a) oznaczony dla m = =2 lub m = 0,
nieoznaczony dla m = 2

b) oznaczony dla m = =2 lub m = 0,
sprzeczny dla m = 2

¢) nieoznaczony dla m = —2, oznaczony
dla m = 0, sprzeczny dla m = 2

'[_2-. _EJT {_21 2]? [2- _2}- {21'2}

3.3. Rozwiazywanie ukladdéw réownan

[¢] 1.

E,-'l

metods przeciwnych wspolezynnikow

a)r=2,y=3
bjz=1uy=1
Jz=-F,y=-5
a) r=1p=—1
bjz=-5,y=2
c) x Y=z

&) x=2 y=-3
e)r=-3, y=1
fle=3,y=—3
a)r=2,y=—-2
b)zx=7y=-3
¢)jx=19,4=08
a)np. 513 b)np. 2i3 ¢) np. %i—l

a), ¢) sprzeczny b) nieocznaczony

RN EEHir=3

-3

€) nieoznaczony: y = —%:n +5,z€R
f) sprzeczny

a)r=—-8 =
bjz=-1,y=
¢)x=-25,y=-5
d}2=0,4=35
er=-2,y=>5
flz=38,3=5
Br=—1,y=-8
b)xz=3,y=4

€)% =b =12
djz=19y=-2

o) pi=~1,y="

f) nieoznaczony: y = —é:::—f—g.:nER

a) nieoznaczony dlam=1in = 3,
sprzeczny dlam=1in=1
b) nieoznaczony dlam =3 in =1,
sprzeczny dlam=3in=23

Uklady trzech réwnan
z trzema niewiadomymi

1.

a)r=20,y=-5.z2=-5

Be=dy= L ag==—
1
11

2

11

3]

&)= y=—%.
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2.

a) =2, y=—1,z=4; tak
b)z=—-1,y=2 z=4; tak
¢) z=2,y=1%,2=—33; nie

dr=2,y=-1,z=4; tak
a) 13, 11, 12
b)a=9,b=7,e=11

3.4. Uklady rownan

— zadania tekstowe (1)

- 10140

a) 1,5 kg sliwek i 2,5 kg wisni
b) 1 kg marchwi i 5 kg burakow

3. Tomek 15 lat, siostra 11 lat

8.

9.
10.
11.
12.
13.
14.
15.
16.

a) Daria 10 lat, Maria 15 lat
b) Olek 27 lat, Alek 17 lat

. syn 16 lat, ojciec 51 lat

Ania i siostra po 15 lat, brat 21 lat

20 monet 2-zlotowych i 10 monet 5-zlo-
towyvch

7 monet l-zlotowych i 5 monet 5-zloto-
wych

6 monet 1-zlotowych, 12 monet 2-zloto-
wyvch i 14 monet S-zlotowveh

. 7T monet 5-centowych i 4 monety 10-cen-

towe

5 monet 5-centowych, 15 monet 10-cen-
towych i 9 monet 25-centowych

65 cm?

Temi2l emlub 3 emi 25 em

70 biletéw ulgowych i 140 normalnych
10 2t normalny, 7 zt ulgowy

37173

A=283 B=238

A=35, B=34
x =844, y = 448
28

3.5. Uklady réwnaii — zadania tekstowe (2)

i
¥

I 342

a)15 b)1g
predkos¢ wilasna todzi — 8 km/h,
predkosé pradu — 4 km/h

Odpowiedzi do dwiczen | zadar, s. 131-145

=

A M R

[
=

11

3
1

predkosé wlasna todzi — 12 km/h,
predkosé pradu — 2 km/h

300 dziewczat, 200 chlopcow

Bartek 1200 zl, Pawel 1600 zl

6000 zt do banku A i 4000 zt do banku B
6000 zt w banku X i 14000 2zt w banku Y
1,5 kg stopu 40% i1 0.5 kg stopu 80%
40% i 60%

3 h, 60 km

120 km

20 km

270 biletéw normalnych, 190 biletéw
ulgowych, 40 wejscidwek

. Hem, 8 em, 9 em

6. Zagadnienia uzupelniajace
.a)r=—35,y=23

b)z=4,y=-1

¢) nieoznaczony

d)z==2,4=3

e) sprzeczny

flo=4,y=8

a) oznaczony dla k # 5,

nieognaczony dla k=5

b) oznaczony dla k # 2.

sprzeczny dla k = 2

¢) oznaczony dla k # —11ik # 1, nieozna-
czony dla £ = —1, sprzeczny dla k = 1
d) oznaczony dla k # 21k #2,
sprzeczny dla k € {—v/2,v/2}

e) oznaczony dla k # —2i k # 2,
nieoznaczony dla k € {—2, 2}

f) oznaczony dla k # 0,

sprzeczny dla k =0

a)x=3,y=-1,z=-2
b)r=-5,y=2,z=1
c)x=5y=-3,z=41

d)yr=0y==1,2=4

Zestaw powtorzeniowy I

1

.alx=6,y=4
b) nieoznaczony: x € R, y = 0,4z — 1,9
e x=1, =1 d)&g=—3, g=—2



Ll ol Al o

a), c), d) nie b) tak

a), d) nieskonczenie wiele b) 1 ¢) 0

a) 49 b) &

a) 400 g roztworn 5% i 1000 g roztworu
40%

b) 7,5 g roatworu 10% i 2,5 g roztworu 6%

Zestaw powtorzeniowy 11

1

a) m = 1: jedno rozwiazanie,

m = —2: nie ma rozwiazan

b) m = 1: nieskoiiczenie wiele rozwigzan,
m = —2: jedno rozwigzanie

¢) m = 1: jedno rozwiazanie,

m = —2: nieskonczenie wiele rozwigzan
aym=1, k= 1—?
b)m=-1,k= 3
a) r= Z—j, y==6
blzx=0,y= -1
_ 3 _ 2
c) = 25 8= 17
dz=1,y=—4
) z=—ty=3
f)z=0,94=0
ajm>2 b)m>3

5. a) m e (1;2)

b) m € (1:5)

a) nieskonczenie wiele dla m = -1,
1 dlam € {1,2}
b)0dlam=2,1dlame {-1,1}
cj0dlam=1,1dlame {-1,2}

a) nieoznaczony dla m =

om

sprzeczny dla m # 5

b) nieoznaczony dla m =
sprzeczny dla m # —4

¢) nieoznaczony dla m =
sprzeczny dla m # —2

Zadania testowe

.C 2.D 3.C

4. D 5.C 6.B

Przed obowigzkowa maturg z matematyki

1.
2.

r=-2y=-}
10 banknotéw 10-ztotowveh, 17 bankno-

tow 20-zltotowych, 10 banknotdw 50-zlo-
towych

3. a =255, 3=125", v = 100°
4.
i1
6

Tilll

. 28

po 5 monet 10- i 50-groszowych, 12 monet
l-zlotowych, 6 monet 2-zlotowych

e 1

. 1 ——
€I=—ga =3

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1

2
3
4

. 416 (4% m/s)

A (z=2 y=2)

. 427 (z = 1—{‘ y= é 2)
. 1.5 km/h

4.1. Pojecie funkcji

[€]2.

. miejsca zerowe funkcji f:

a) f(2) = —1, f(4) =2

b) f(z) =2 dla a € {3,4},

nie istnieje argument, dla ktdrego
funkcja przyjmuje wartosé 1.

1=

Wartosciami funkeji nie sa 11 3.
Wartosei przyjmowane dla dwdéeh

- A O
argumentow: 5 i 2.

.a)3 b)0,1,5

c) 2 d) dla zadnych

. a) nie b) tak, 2

. miejsca zerowe funkcji f:

a) 2 b) brak ¢) —1,1 d) 2
a)0 b) —1

. a), b) wartodci nieparzyste dla

trzech argumentdow

a) miejsca zerowe: 0, 2

b) brak miejse zerowych

b) Wartosciami funkeji f nie sa: 2, 3, 5;
L i4 s przyjmowane dla dwoch argumen-
tow.

wartosci dodatnie dla:

a) jednego argumentu

b) trzech argumentdw

wartodci ujemne dla: —1,0,1,

dwa miejsca zerowe: —2, 2

a) 45 b) 22

c) 18 d) 9
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I 244

9.a) {neN:1<n< 18}
b) f(z) =3 dla z € {12, 21, 30},

fla) = Tdlaz € {16, 25, 34, 43, 52, 61, 70}

10. a) {(neN:1 < n < 27}
b) f(z) = 2 dla « € {101, 110, 200},
Fl) = 3dla

x e {102,111, 120,201, 210, 300}

11. a) 171 b) 10

4.2, Szkicowanie wykresu funkcji (1)
3. a) (@) =3 b) f(z) = 4a?
5. a) np. (0,0), (1,2)
b) np. (0,0), (1,—1)
¢) np. (0,-1), (1,0)
d) np. (0,2}, (1,0)
3. a) f(x)=2—-4 Db) f(z)=2x
¢) flz)=—ax+4
d) f(x) =2z —1

8. dla oémin

4.3. Szkicowanie wykresu funkcji (2)

. -2 dla z € (—00;0)
[€]2. a) f(z) ‘{ 2z dlax € (0;00)

[ -3z dlaz e (—o0;0)
b) flz) = { 3z dlaz € (0;00)
[ —%2 dlaz e (—000)
c) flx)= { %r dla x € (0; 00)
B z dlax e (—o0;0)
d) f(x) = { —x dlaz € (0;00)

3. a) f(1) =1, f(T) =4
b) f(1) =3, f(T) = -6
4. a) nie nalezy b) nalezy
1. a). ¢) nie b) tak
3.a)Q b)P ¢ P
4. a) f(—4)=-1, f(4)=3
b) f(—4) =4, f(4) =38
5.a) f(1)=1, f(3) =3
b) f(1) =1, f(3) =3

4.4. Monotonicznosé funkcji
[¢]2. a) tak b) tak c¢) nie
3. b) nie

Odpowiedzi do dwiczen | zadan, s. 156-173

[Z)1.

2.
4.

a) maleje w (—3; 2}, stala w (4;6),
rosnie w {2;4)

b) maleje w (—2;0) i w (2;3),
rosnie w (—3; —2), (0;2) i w (3;6)
Wszystkie zdania sa prawdziwe.
a) maleje w (—2;2),

rosnie w (—4;—2) i w (2;5)

b) rosnie w (—4; —1) i w (—1;5)

4.5. Odczytywanie wlasnosci funkcji

[€)1.

(Z] 1.

z wykresu (1)
a) D= (—5;1) U (2;6)
b) D = (-5;-3) U (-3;5)

- a) f(D) = (1:4)

b) f(D) = (0:4)
¢) f(D) = (0;00)

. Funkeja [ przyjmuje najwicksza wartosé

2 dla z = 4. Funkeja g nie przyjmuje war-
tosci najwieksze). Funkcja i prayjmuje
najwieksza wartos¢ 3 dla x = 3.

a) D = (-24), f(D) = (~4;4),
fnl'm =—4dlaxz=2,

fmax =4 dlax = -2

b) D = {-4;3), f(D) = (—54),

nie przyjmilje wartosci najmniejszej,
fwax =4dlaz =20

¢) D= (=55), f(D) = (~4;2),
Smin = —4 dla z € (—5; -3},

fmax = 2dla 2 € {0;5)

d) D = (~5;5), f(D) = (—4;4),
fmin = —4dlaxz = -2,

fwiie =4 dlag g =2

e) D = (—3;—1) U(1;5),

f(D) =(—4;,—2) U (3;4),

fmin = —4dlaz =35,

fmax =4 dlaz= -3

f) D=(—-4-1)u(1;4),

f(D) = (~4;—1) U (1;4),

fmin = —4d dlaz = —1,

nie przyjmuje wartosci najwiekszej
a) f(D) = (=1;3)

b) f(D) = (-1;0) U (1;3)

c) f(D)=(-1:1)U(23)



3. a) f(D) = (1;6)
b) f(D) = (1;3) U (4;5)
c) f(D) = (1;2) U (5;6)
4, @) D= {%;4}
b) D= (1;3) U (3;c0)
¢) D= (23)U{%)
d) =123, %}
5. a) fmin=-1dlaz= -1,
fonax=2dlax=—4
b) fain = —2dla x =0,
nie przyjmuje wartosci najwiekszej
€) fmin=—-2dlaz =0,
nie przyjmuje wartosci najwickszej
7. a) (0;3) b) (3:1)
¢) (2:3) d) (3:2
8. a) (0;1) b) (0:2)
) (-2%1)
d) (—2;¢)

4.6. Odczytywanie wlasnosei funkeji
z wykresu (2)
[€]1. a) f(zx)=0dlaz=1,

f(z)=2dlaze {-1,3}
b) f(z) =0dla x € {—4,0,2},
flz)=2dlazxe {-3,-1,3}
c¢) brak miejsc zerowych,
Jlz)=2dlaz e {—2,0} U{2:4)

2. a) f(x) =0dla x € {-3,2},
flx) > 0dlax e (—4;-3),
flz) <0 dlax e (—3;6)
b) f(z) =0dlax € {-3,—1,3,5},
flz) = 0 dla

z € {—4;-3)U(=3;—1) U (3;5),

flz) < 0dlaz e (—1;3) U {-3,5}
3. a) f(z) =3dlax= -3,

f(x) > 3 dlax € (—c0; —3),

f(z)=1dlaz e {-1,1} U (3;00),

fz)<£1dlaz e (—1;1) U (3; 00)

b) flz) =3 dla = € (1;00),

nie przyjmuje wartosci wigkszych od 3,

flz)=1dlaz € (—oc; —-1) U {1},
flx) < 1dlazxz € (—occ;1)
4. x € (—oo; —4) U {0} U (4; 00)

[Z]1. a) f(z) =0dla z € {-2,0,3},

f(z) > 0 dla

x € {—4;—-2) U (=2;0) L (3;4},
flz) = 0dlaxe (—4;0) U (3;4)
b) f(z) =0dla x € {—4,—2,2,3},
flz) >0 dlax € (—4; —2) U (2;3),
flz)=0dlaxe {—4;-2) U (2;3)
c) flx)=0dlax e {—4,-2,0,2,4},
flz) >0dlaz e (—4-2)u(-2;0),
flx) 20dlaz e (—4;0)U {2,4}

.a) f(z)=0dlazxe {—1,1.4}

f(z) >0dlaz e (—o0;—1)U(1;4)
b) f(z)=2dlaz=2,

flz) 22dlaz e (—o0;—2) U {2}
¢) fz) =3 dlax € (—o0; -2},
flry<3dlazeR

a) flie)="14da%= -1,

flz) 2z 1dlaz € (—oo;—1) U (1;0)
:-:::_:Yn.;gi'.

b) f(z)=1dlax € (—o0;—4) U {—1,1},
flz) =z 1dlazx e (—oc;—1) U (1;00)

B 4
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3. d) flz)=1dlaz e {—3, 5} U(1;00), 2. a) f(Djy) = (0;4),
flz) 2z 1ldlaze (—2; —%} u{%:cx:) g(Dy) = (1;5),

vy h(Dy) = (~2;2)

b) f(Dy) = (0;1) U {3},
il EN 9(Dg) = (1;2) U {4},
N Y h{(Dpn) = (—2;—1) U {1}

TT0 1 T X 8y e=1 hja=~4

a)a=5 b)a= -4

flz) =2*+1, g(z) ==2* —4
a)0dlam< 2, 1dlam=2,
2dlam > 2

b)Odlam< —1, 1dlam=—1,
2dlam > -1

c) Ddlam < —3, 1 dlam = -3,
2dlam > -3

d) 0 dla m < -9, 1 dla m = -9,
2dlam > -9

7.a)a=-2 b)a=-T7

4. a) x € {—1,0,1}
b) x € (—oo; —1) U (0;1)
c) x € (—1;0) U (1;20)
5. a) f(x) = 2%, g(x) = |2|

G

ol 1

2 .= 12z dla z € {_21.9_2}! | 4.8. Przesuwanie wykresu wzdluz osi OX
a? < |2z| dla z € (—2;0) U (0;2) [€]1.a)1 b) -2 ¢) -3 d) 4
b) f(z)=2* g(z)=2-2= 2. a) D= (—2;6)
PG N i b L E O E b) D= (-T:1)
R 3 D (A1)
et .a)g(1)=0 b) g(—-1)=0
AN I Qia-dy=19
| f 3. :1} {_2:5} h} {-—l:fi}
P01 NP IX 4.a)1,35 b) -7, -5, -3
1*=2—zdlaze{-21}, 5.a)a=—3 b)a=2

a? 22—z dlaz e (—o00; —2) U(l;00)
4.9. Wektory w ukladzie wspolrzednych

[€)2. a) GH = [3,—3] b) Td = [-4,-35]
¢) MN = [2,0]
3. a) BC = [3,—1], BE = [-5,—6]

Wykresy jako nosnik informacji finansowych
1. a) X: 40 zl, Y: 50 zl
b) X: 50 zt, ¥ 10 zt

4.7. Przesuwanie wykresu wzdhiz osi OY b) AC = [3, [j], AE = 1[}* _5[
[E]1. a) £(D) = (2;0) ¢c) AB = [5,1], BA = [-5, 1]
b) f(D) = (—2; ) d) BD = [0,-3], DA = [-5,2
¢) f(D) = (—=3;0) 4. a) AB = DC = [6,2],
d) f(D) = (3;0) BA =CD = [-6,-2]
[@)1. a) g(D) = (~o034) b) g(D) = (—o0;0) b) AD = BC = [-3,3],
c) (D) = (—o0;—1) DA =CB = [3,-3]
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5. a) [-1,—6] b) [8%,—82]

a)3 b)3

. a) B(6,5) b) B(—3,0)

¢) B(5%,1)
d) B(-13,-1

. a) A(=3,0) b) A(1,1)

c) A(—15,17) d) A(23,32)

a) W= -AB
b) w =—-CD
a) [5, 1]

5. a) 12 b) 3,5

A(—3,-3), B(6,0), D(-T7,1),
P =32

4.10. Przesuwanie wykresu o wektor

i
-3

(Z] 1.

a) [1,-2] b)[-3,2]

a) 2,-1] b) [-3,-2] ¢) [-1,1]
a) f(z) =(xz—2)* -2, [2,-2]
b) f(z) = (x —1)* +2, [1,2]

) flz)=(z+2)* -1, [-2,-]]

L

. a) brak miejsc zerowych,

£(D) = (3;00)
b) f(z) =0 dla z € {—1,5},
fD) = (=3;00)
¢) fla) =0dlax e {-3,1},
f(D) = (=2;00)

3.a) 11 b)6
4. a) Dy = (—4;4), 9(Dy) = (~4;2),

glz) £ 0dlax e (—4;-2) U {0} U {2;4)
h‘} Dg = (”157}: H(Dy} = {Di 5}1
glx) < 0dlaz=7

¢) Dy = (0;8), g(Dy) = (—6;0),
gla) € 0dla x € {0;8)

a) Dy = (1;00), g(Dy) = (3:c0)

b) Dy = (—4500), g(Dy) = (—2;00)
¢} Dy = (—1;00); 9(Dy) = (—1;00)
a) Dy = (—5;1), g(D,) = (8; 11)

b) Dy = (—10; —4), g(Dy) = (0; 3)
¢) Dy =(-133;-T3),

g(Dy) = (18%;21%)

a) [5.3] b) [2.4] ¢) [~1,~1]

4.11. Przeksztalcanie wykresu przez symetrie
wzgledem osi ukladu wspoélrzednych
[E]1. f(Ds) = (=153), g(Dg) = (=3 1)
2. a) f(Dy) = (0;00), g(Dy) = (—o0;0)
b) f(Dys) = (0;00), g(Dy) = (—o0;0)
3. a) f(Dy) = (—1:4), g(Dy) = (-4 1)
b) f(Dy) = (—=3:1), g(Dy) = (—1:3)

x® dla 2 € (—o0; 1)
7. glz)= { 1 dla x € (1;2)
—x+3 dlazx e (2;00)
@1 a) £(Dy) = (~1:3), 9(Dy) = (~3;1)
b) f(Dy) = (=2:4), 9(Dy) = (—4:2)
) f(Dg) = (-2,1) U(2:4),
9(Dg) = (-4 -2) U (-1;2)
2. a) (—1,0), (1,0)
b) brak punktéw wspélnych ¢) (2,0)
3. a), b) Dy = {—4;3), Dy, = (-3; 4}
c) Dy = (=3;4), Dy = (—4;3)

2 dlaxe€(—o0;-2)
4. a) glx) =4 —z dlazxe (—2;3)

-3 dlazx € (3;00)

x dlaxe (-3;2)
2 dlaze (2;00)

—x—2 dlaxz e (—oc;—1)
b) g(x) = —|z| dlaxe{-1;2)
-3 dla & € (2;00)
-3 dlaz e (—o0;—2)
h(z) =

-3 dlaz € (—oc;—3)
hiz)=

—lz| dlaxe (—2;1)
x—2 dlazxze(l;00)
5. a) D, = (—5;3), g(Dy) = (—1;3)

P o1 0L Eop o
b) Dy = (—3:5), g(Dy) = (—1;3)
BEEER AN =N
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4.12, Inne przeksztalcenia wykresu

L. wykresy y = |f(z)]
9 LN ML

b)
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.a)l0 b)6 ¢)4

JERERN

6.a) i : i 5

bjae {3k:keZ }U(0;x)

ol T 11 [
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4.13. Proporcjonalnos¢ odwrotna
B2 if: (1:1), 4 CL;4); €2:2); (4, 1),
h: (1,6), (2,3), (3,2), (6,1)

2. 6, nie zalezy

3. a) kolejno uzupeliamy: 6, 4,5, 3, 2

[Z]1. kolejno uzupelniamy:

a) 84,2 16 b) 10,5, 4, 2
wzorra) y=2.2>0 b)y=2L 2>0
a) k=15
a)2 b)2 ¢)d4 d)6

D= {neN:3gn<12)}

a)dh b)3 h20min ¢) 25 h
d) 2 h 24 min
6. 1]t

F‘PF“E"

O 40 80 120 v[km/h]

4.14. Zagadnienia uzupelniajace
1. a) 80 km/h b) 60 km/h

2. a) 70 km/h b) 80 km/h
3. 2 h 20 min
4

. kolejno uzupelniamy: 2400, 4800, 9600,
19200, 38400, 76 800, 153600, 307200

= /2, po 12 godzinach
6. a) 8 b) 16 ¢) 1024 d) 5y
a)x e (—2;0) byxe (—1;1)
9. a) 16 b) 32 ¢) 1024 d) V2
10. y = log, x: np. (1,0), (4,2}, (8,3), (16,4);
y = log, x: np. (1,0), (16, 2), (64,3),
(256, 4)
12. a) = > 100 b) x > 1000 c) = > 10°
d) z > 10"
Zestaw powtorzeniowy I
1. a) fuin =0, fmax =81 b) 12 dla 4 argu-
mentdw, 16 dla 3 argumentiw c¢) 65
2. a) f(X)=1{-1,0,2,3}
b) f(X) = (—1;00) €) f(X)={0;3)
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3. a) f roénie w (—4;—=2) i w (0;4),
maleje w (—2;0),
flz)=0dlax € {-3.-1,2},
flz)>0dlaze (=3;-1)U(2:4)
b) f roénie w (—4; —=2) i w (1;4),
maleje w (—2; 1),
[ nie preyjmuje wartosci 0,
Jlz)>0dlax e (—4;-1) U (2;4)
¢) frosniew (—3;-2), w (0; 1) i w (2;4),
maleje w (—4; =3}, w (=2;0) i w (1;2),
flz)=0dlaz e {-3,-1,1,3},
flz) >0dlaz e (—4;-3)uU (-

U(3;4)

5.a)6 b) 21

3-1)u

a) g(z) =0dla x € {-2,2},
g{z) <0 dlax € (—o0;—2)U(-2;2)
b) glz) =1 dla x € (3; 00),

glry<ldlazeR
¢) g(z) =—1dlaz € (—o0; —-2)U{-1, 1},
glz) < —1dlaz € (—oo;—2) U {—1;1)

Zestaw powtorzeniowy I

1. a) D, =(-2:5)

b) Dy = (0;7)

c) Dy = (=7:0)

d) Dy = (~1:6)

{ —1 dlax € (—oc;—1)
2.a) g(z) = ¢ —|z| dlaze (-1;3)
-3 dlazx e (3;0)

g{Dy) = {—3;0),
stata w (—o0;—1) i w (3;00),
roénie w {—1;0), maleje w (0; 3)

—2 dla z € (—o0; —2)
b)g(z) =< 2° dlaze (-2;1)

5 dlaxe(l;o00)
9(Dy) = {-2} U (0;4) U {5},
stala w (—o0; —2) i w (1;00),

roénie w (0; 1), maleje w (—2;0)



3. a) g(z) = —22% — 32% + 8z — 3,
miejsca zerowe: —3, % 1
b) g(z) = 22® + 3z* — 8z — 12,
miejsca zerowe; —2, —é}._ 2
¢) g(z) = —22° + 32% + 8z — 12,
2,2
4. a) —4,2,5 b) -5, -2, 4
5. a) 1 rozwiazanie dla m = 4, 9
3 rozwiazania dla m € {0, 2}
b) 1 rozwiazanie dla m € (—oc; 0)U(4; 00),

miejsca zerowe: —2,

3 rozwiazania dla m € (0;4)
6. a) 32 b) 7

Zadania testowe
1. D2.C3.B4. AL DG.AT.C8.EBHC

Przed obowiazkowa matura z matematyki

b3 el

D, =
—2 1
15
8

miejsca zerowe: 1, 5, 9

(—6;3)

0 o PR e B e

stala w (—o0; —3),

rodénie w (—3; —1) i w (0; 00),
maleje w (—1;0),

glxz) £ 0dlax € (—o0; —2) U {0}

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonyin D

1. 648 (6v/2 — 2)

2. 626 (8 — V3) @2,
3. 323 2.
4. x € (—o0;=3) U {-1,3} 4
5. 24 "
6. 2 € (—oo; —3) U {—2} U (2; 00) y
7. & € (—oo; —3) U {—=1;1} L {3; 00}

5.1. Wykres funkcji liniowej 8.
2‘ a] np. {D‘ _2}1 {2: 1}
b) np. (0,0), (5,—3)
c) np. (0,2), (—4,-1)
d) np. (0,-1), (=7,3) 9.

ol Bl

la || || le, la || s || Is
ajy=2r+1 b)y= —;%:1'.—2
a)y=3z4+6 b)y=—3v—3
a) f1(1) =4, fa(1) = 3,

fa(1) = 2%, fa(1) =6

b) fi — niebieski, fa — brazowy,

fa — czerwony, fi — zielony

.a)y=—322+05, tak b)y= 32z — 4, nie

(z] 1.

eIV # i 3 p e

.aly=4x+5 b)y=-3zx+ 11

¢)y=—3x—-3 d) y = v3ax

3. a), b) nie nalezy c¢) nalezy

da)y=a+4 b)y=1x+4

¢)y=-3z+4 d)y=-8z+4
a) 15 b) 24

5.2, Wiasnosci funkeji liniowej

a}% h}—% c) —6 d}-ﬁ-
a)a=0ib#0 b)a=b=0

.a)4 b)6 ¢) 16 d) 7.5

a), ¢) rosnaca b) malejaca d) stala

.a)a<0ib>0b)a>0ib<0

c)a<0ib<O

a) wprost proporcjonalne, a = %Db
2P

b
¢) wprost proporcjonalne, Ob = 27r

b) odwrotnie proporcjonalne, a =

. . 2p
d) odwrotnie proporcjonalne, d; = 5=
2

a)y=3x b)y=13z ¢)y= 32z
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« &

) 1
d) I, 11, IV e) L II, IV ) II1, IV
a) malejaca b), ¢) rosnaca

a) rosnaca dla m < 5, stala dla m = 5,

malejaca dla m > 5
b) rosnaca dla m > —%._

stata dla m = —%;, malejaca dla m < —%
¢) rosnaca dla m € (—oo; —1) U (1; 00),

stala dla m € {—1, 1},
malejaca dla m € (—1;1)

. a) malejaca b) rosnaca ¢) malejaca

5.a)y=2x+4 b)y=—3z—2

a) y=2r—2,y=—-3a+3,y=3z+3,

y=—xr—2
b)y=—32—-72, y=22 -T2,
y=—dz+ 144, y = 3x + 144
a)y=-x+3
b)y=—ax—4luby=x—-4
a)y=—-3r—-3luby=32-3
b)y=—-2z-3luby=32z-3
V2 — N2 ‘
)y=—-%z—-3uby=zx-3
a}y'——} J—I—Sluhy"a r—=a
b)y=—4z+6luby=4r—-6
c}J——---*:-r+aiv’F
]tlh?—J—’:’ 44/2

5.3. Rownanie prostej na plaszczyinie

[&]1.

a)y=22r—-3 b)y=—3zx+3
c)y=3z—1

a). b) sa ¢). d) nie sa

a) ¥ = —3, nie jest b) y = —3, jest
¢) ¥ = 8, nie jest

.o, D.r

a) y = 32— 1, 2 — 3y — 3 = 0, nie nalezg

b) y=—lzz—2% 4o+ 3y+8=0,
nie naleza

c) y= %:,E'I-'E%! dr—4y+ 10=0,
A nalezy, B nie nalezy

a) (0,2), (—1,0) b) (0,1), (3,0)
{!} {U!"”! (_%!UJ d] {.U: _3}1 {%'{].}
e) (0,—4), (16,0) f) (0,3), (3.0)
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I, IV b} L 11, T e) IO, 10T, TV

3. a) AB:y+1=0,DC:y—2=0,
AD: 3z —y+4+5=0,BC:3z-y—-10=0
b) AB: 24 2y+2=0, DC:x+2y—4 =0,
AD:x+2=0, BC:z—2=10
¢) AB:z—3y—-2=0,DC:z—3y+6=0,
AD:z+y+2=0,BC:2+y—6=0
4. a) m=8 b)ym=-2
c)m=—% d)m=—6
eym=3 flm=—3
6. a)m=—2 b)m=—-3lubm=3
7. a) m€ (—4;4) bym e (—10;2)
8. 0 dlam € (—o0; 2) U (2;00),
1dlame {3,2},
2 dlame (3:2)
10. a) (8,0), (0,6), y = —3o+6
b) (5.0). (0.-3), y =22 -3
c) (—1,0), (0,4), y =4z + 4
11. a) y = —3x + 9, malejaca
b) y = 32 + 2, rosnaca
¢) y = Tx — 2, rosnaca
12.a) S +2=1b) £+ L =1
c) ';r - -_f;- =1

5.4. Wspolezynnik kierunkowy prostej
[€]1.a) 2 b)1 ¢) -3
2. a), ¢) jest b) nie jest
6. a) y=—32+7 b)y=-3x—1
}y=l;1:+2
Z]1. AB: —%, BC: 3, AC: 3
2. .4!3.%. H(..-.—l._ CD:—%, AD: -6
3. a]y=%:r+2% b) y=—-2x+3
c)y=—122+5 d) y =2z — 32
e) y=—6 f}_;:f:r+1
4. a) AB:y=za— 3, AD: -“2::.'+6,
BC: y-zr—ﬁ C»D y——a—l— -
b) AB:y = ——1. 12 AD:y= —~m—23
BC: y= ——: + 7, f’D y = ——r+2"
5. a) PQ i Hb 2, QR: -3, PS: —3
b) PQ: —- HE: 1‘; QHIFE: —;
6. a) m =2 h}m——%
.m=28
8. m=-3lubm=3



10. a) y — 1 = 2(x — 2)
b) ¥+ 5=T7(x + 3)
)y+9=—-I(xz-2)
Q) y—vI=V3(z+1)

12. a) 60 km/h, 60 km/h b) 84

5.5. Warunek prostopadlosci prostych
(€]2. a), b) sa c) nie sa
3.a) =5 b) —% ¢) £ d) -3V2
5.a)y=zx—1 b)y=10z—1
cy=—2x+9
6.a)y=32x+3 b)y=—1z—1
c)y=—-sx—3
T.a)a=6 B)y=-5¢cly==5
Z]l.a)y=3x—3 b)y=—3a+7
Jy=3z+1 d)y=—3z
2. a) AB:y=-x+46, BC:y=xz -2,
AC:y = 5, jest
b) AB:y=—x—3,BC:y=2x -3,
AC:y=x 4+ 1, jest
¢) ABiy=-2, BC:y=—12+2,
AC:y = x+ 5, nie jest
d) AB:y=a+ 3, BC:y=—3,
AC:x = 43, jest
3. a) AC:y=2z2—4, BD:y=—3+2

b) AC: y=3a+1, BD:y=—ix+1

a) nie jest b) jest
Ob = 4/34, P = 34
a) (-1,7) b) (—5,—6)

ol RO

a) sa b) nie sa
10. a) m=5 b)m=—2lubm= 3
3.6. Interpretacja geometryczna
ukladu réwnan liniowych
Gl 8)r=—1,y=2Bx=2¢y=5
&) F=1,9=-=2
2. a), ¢) sprzeczny
b) nieoznaczony: x E R, y = 2z — 6
3. a) sprzeczny b) niecznaczony
¢) oznaczony
Z]1.8) =3, y=4 bxr=4,y=—6
g)p=29=1 d)r=1,45=6

iy = %_-,_- + 3, iy = —2x + 8, 0 300%

e) nieoznaczony, v € R, y = %;r -2
f) sprzeczny
Jaw=3. y=0 b)g=3,5=4

Jz=2,y=0 d)z=1,y=4

=]

c
€) sprzeczny
f) nieoznaczony, x € R, y = f,—:r =+ i-

a+y=2
. a) np.
—2r+y=2
r+2y=4
b) np. Y _
x4+ 2y=-2
Jr—2y=-2
c) np.
Gr —dy = —4

a)ﬂ1=ﬂgib1=hg b]ﬂ1=ﬂgiﬁ1 #bz
'I.‘-] (1§ fpé 7 B i b'[, l.'J‘;a, dowolne
a) oznaczony dla k € R\ {2},
sprzeczny dla k= —2
b) oznaczony dla k € R\ {3},
nieoznaczony dla k = %
¢) oznaczony dla k € R\ {—%, %}
nicoznaczony dla k = —3,
sprzeczny dla k = 3
a) A(—1,-3), B(3,-3), C(8,2), D(4,2)
b) A(-2,-3), B(4,0), C(2,4), D(—4,1)
c) A(—-2,—-4), B‘{g,—i‘}r’;], C'{f-l:—::-,gfll},
D(2,8)

A(-3,-3), B(6,0), C(5,3), D(—1,1)

8. a) 12 b) 27

9. A(—6,-5)
10. S(—4,—4)
11. a) P=24 b) P =315

5.7. Uklady nieréwnosci liniowych

[€]1. a) y > 32 +3
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y<—x+2
b
y=z—1xc—1

2a)y<z+3 b)y<—go+5 c)r<2

y>—x+1
3. a}{g;£2m+3 b)y>z+1
s o |y < —gz+4

4. a} {_11 -U! {_er]r (373}
b) (—4,—3), (5,—3), (2,6)
C} “! _‘:1}: {5! ‘”: {_31 G}

(<3

5. a) T z-2

PO )
y<—3o+3
Ly 2—gE—-§
(=<3
r=-3

b) ¢ "'1
y<szr+2
(¥ 2 —z2—2
r 3. G
y‘-{..g'n-i_ﬁ
yzfzr—§

c) 1
y>3c—6
Ly =3x+6
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Programowanie liniowe

1. a) wartoS¢ najmniejsza: —5,
wartosé najwieksza: 22
b) wartos¢ najmniejsza: —3,
wartos¢ najwieksza: 6
¢) wartoé¢ najmniejsza: —3,
wartos¢ najwieksza: 7

3.8. Réwnania i nierownosci liniowe
7z parametrami
1. a) sprzeczne dla a = 2, jedno rozwiazanie
P s — 10a
I'“d. a -‘fz = pr;
b) tozsamosciowe dla a = 4, jedno roz-
wigzaniedlaa # 4: r = |

¢) tozsamosciowe dla a = %,

sprzeczne dla a = — 3, jedno rozwigzanie
R Ny R |

dlaae R\ {-3,5}:z= e

. tozsamoéciowe dla a = b = 0, sprzeczne

dla a =01 b # 0, ma jedno rozwiazanie
dlaa#0

. a) sprzeczne dla a = -é-b,

jedno rozwiazanie dla a # %b: = Ez-f;_t-;f
dlaa=2ib=-l:z=1

b) sprzeczne dla a = b = 0, jedno rozwig-
zaniedlaa#0lubb#0: x = ;ﬁ’ﬁp
daa=2ib=-l:z=-2

¢) tozsamosciowe dla b = 3a,

jedno rozwiazanie dla b # 3a: @ = —%
d) tozsamosgciowe dlaa =21 b= -2,
sprzeczne dlaa = —bi b # -2,

jedno rozwiazanie dla a # —b: x = i’—ﬁ_%,
dlaa=2ib=-La=1

e) tozsamosciowe dlaa = -2 1 b= -3,
sprzeczne dla a = £bi b # —3,

. TR 7 By o -Bh
jedno rozwiazanie dla a % zh:r= =1,
dlan=2ib=—]:a¢=%

f) tozsamosdciowe dla a = b= 0,
sprzeczne dla a = 3bia # 0,

o . X . P QL o o @
jedno rozwigzanie dla a # 3b: v = —,
daa=2ib=—-l:az=-3

caym<2b)m>-3¢)m>0d)m>3
.a)k=4 b) k=-3

¢) nie ma takiego k d) k= 2

ca)ym>—2 b)m>0 ¢)m>2
.a)0dlam=2 1dlam#2

b) O dlam = -3, 1dlam # -3

c) 1dlam#—1,

nieskonczenie wiele dla m = —1

d) 1 dla m # %

nieskonczenie wiele dla m = %
e)0dlam=1,1dlameR\ {-1,1},

nieskonczenie wiele dla m = —1
f) Odlam =0, 1dlameR\ {-2,0},
nieskoticzenie wiele dla m = =2

.a)0dla2p=qip+#4,1dla2p+#q,

nieskonczenie wiele dlap=4ig =28
b)Ddlap=3ig+#2 1dlaps3,
nieskonczenie wiele dlap=3ig =2

c) 1 dla p # —q, nieskonczenie wiele dla
p==y
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3.

5.

d)0dlap=—q#0,1dlap#qip# —q,
nieskonczenie wiele dla p = ¢

e) 1 dla p # —q, nieskonczenie wiele dla
p=—q
f)Odlap#0ip=3q,1dlap# 1q,
nieskonczenie wiele dlap =g =10

a) dla a = 2 sprzeczne,

dla a # 2: @ = 122

b) dla x = 4 sprzeczne,

dla x # 4: a = 2=}

a) ke (—2;L) b) ke (—8:0)uU(0;8)

5.9. Funkcja liniowa — zastosowania
[¢]1. a) 36000 =z
b) y = 181:-1- 1500

Y & i i

O 100 300 500X

2. a) 400 b) 600 ¢) 1100
3. 60
1. b) 62500 km

2. b) korzystniej z wyvpozyezalni Waga-
bunda dla liczby godzin wiekszej od 4
c) dla liczby godzin wigkszej od 4

3. b) po 4 godzinach ¢) o 2,5 km/h

4. a) 0 11.00 b) 20 km ¢) o 12.00

5. 3 h 45 min

6. t — czas [h]

I 356

a) di(t) = 16t, ¢t € {(0;2,5);

dz(t) = 40 — 16t, t € (0; 2,5}

b) dit) = |32 — 40|, Dq = (0; 2,5);
polhipolbh

5.10. Zagadnienia ugupeiniajace

1.
2.
3.

a) (1,2,4) b) (~2,5,~1)
a) 2z +y+2=3 b)3z+4+2y—2=4
ﬂ,’:n.ly:D?z:ﬂ!;r:l,y:E!z:E
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6.

()
8.

a)t=4 b)t=-3 ¢)t=1
P i €) nie leia na prostej [.
a) tak b) nie

a) @ b) R

Zestaw powtorzeniowy I

10.

ol i L

a) (9,0), {l},:}}, P =135
b) (14, 0), ( ) P =56
c) (-3,0), {l?l 15) P =9,375

dla m € (—3i00), malejaca

dla m € (—oc; —3), stata dla m =

a) rosnaca

= |

b) rosngca dla m € (—oc;9), malejaca dla
m € (% oc), statadlam =9
a) nie naleza b) naleza

a) 15 b) 12 ¢) 16 d) 2v/3
a) (0,—3), (6, u} b) (0, —4), (—12,0)
a]y:%af—al b]y:—%:n—{:-
a)y= 32z, y=—32,y=—2r+ T3, jest
b)y=z2r+S,y=30+8y=—2a+13,
jest
.AB:y= 1z -2, BC:y= -2z +8,
CD:y--é-J-I- AD: y= -2 -7

a) dla m = 2 nieskonczenie wiele rozwia-
zan, dla m # 2 jedno rozwiazanie: x =6
b) dla m = 3 sprzeczne,

dla m E R\ {—3.3} jedno rozwiazanie:

T = dla m = —3 nieskonczenie wiele

- 3 7
ToOEwW ]c}.’?rlﬂ

Zestaw powtorzeniowy 11

1.

2
3
4.
5

a}.‘—ﬁ b}s—a

b)z=38, =26

¢) sprzeczny

d) x =-5y=—1
e)xr=8,y=5
fya=-8,y=-7

(—1,-3), (4,—-3), ['5 5), (0, 3),

y__']_l__ﬂ._.l‘_ _%}



7. a) wierzcholki: (—4, —6), (4,0), (1,4),
spodek wysokosei: (0, 2)
b) wierzchotki: (—4,1), (4,5), (—1,—5),
spodek wysokosei: {;i —%}

8. (4.0) lub (9,0)

Zadania testowe

.C 2.A 8.C
8 A 9.B

4.C 5. A 6B 7.D

Przed obowigzkowa matura z matematyki
—4

9

y=—2r—8

-7

AD:y=-22x—-5CD:y= 3r+4

39

385

10. (2,0)

il i O

Przed maturg z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 742 (a=—%, b=8)
2. 466 (zo = 4%)
3. 311
4. 361
6.1. Miary katow w trojkacie
[€]1. b) 18°, 72°, 90°
2. a) 15°, 60°, 105° b) 17,57, 55°, 107,5°
3. 167, 128°, 38°; 52°, 54°, T4°;
54°, 56°, 70°; 124°, 20°, 36°;
20°, 86°, 74°; 947, 16°, 70"
. a) a=22°, B =48
b) a = 60°, 3 = 30°
2. 44°, 66", 70"
3. a) a=30°, 8 =80°, v = 50°
b) a =52°, 8 =52°,7="T6"
4. YAEF = 65°, XAFB = 65°,
¥BOF = 26°, ¥EFD = 827,
¥DFC = 36°, XCDF = 74°
5. 36°, 144°

7. 607, 140°, 160°

10. a) 540° b) 720° ¢) (n — 2) - 180°
11. 10
12. 36°, 36°, 108%; 36°, 72°, 72°

6.2. Trojkaty przystajace

1. |[AB| = |DE|, |AC| = |DF|,
|BC| = |EF|, ¥xBAC =4$EDF,
YABC =4DEF, ¥ACB =¥DFE
2. a), b) nie
3. a) KBK b) BKB ¢) KBK
6. a), d) tak b), ¢) nie
7. szesc

6.3. Twierdzenie Talesa

A _ AR JAC]
1. a) FE = D B

2. b) |DE| =3, |AD| =6

3. |[ED| =10,5

4. dziatka I: 35 m, dziatka I1I: 21 m
L]

— [AE| ‘
= 25 b) 24

. AB| _ |AC| |AB| _ |EBC|
- a) np. [AD| — |AE|* |AD] — |DE|*
|AB| _ |BD
AT = ICE|
Z]1..8) x=86,y=24 b)z=10,y=12

2. ‘31; cm, 4 cm, 2% om

S.a)kim b)lim

6. b) Obppe = 3 + 43 + V57,
Obpgr = (3 + V/3)

6.4. Wielokaty podobne
1. a), c) jest b) nie jest
2. a) sa b) nie sy
3. a) Fy do Fu: 3, Fy do Fi:
b) Fi do Fs: £, F» do Fi:
4. a) k=12, |CD| =4, |A'D'| =18,
|B'C| =72 b)k=120;|CD|=35,
|A'B'| =5, |A'D'| =24
. a) 54 cm
b) wysokogci réwnolegloboku ABCD:
3v3 em, 643 em, wysokosei rownolegho-
boku A'B'C'D'": 24/3 cm, 9v/3 em
.a)5:8 b)1:2
2..2:3
3. a) 120 em b) 20 em
5. a) 40, 100 b) 3:2

i el

n
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[=r]

o 3005 0, T 0 4. 100 em
7. h=T72cm, h' = 7.5 cm, a) 20 dm?, 320 dm?
suma obwoddw: 73,5 em b) (12 + 6+/2) cm, (36 + 18v/2) cm
8. 4v/2 6. 1200 cm?
9. 1,25 7. 2
8
9

o

12. a) v2:1 b) okoto 297 mm
c) A5: 21 em % 14,8 em,

. 30 cm x 45 em

BB (:1:12, 10 em?

A6: 10,5 em x 14,8 em 10. 625 m?, 400 m?
6.5. Tréjkaty podobne 11. (154 9v/5) em
€l 2=8,y=3 k=2 12. 6, 4
2. a) sa b) nie sa 14. a) okolo 10,82 m b) 7T m*
5.8) § b) ¥ Fraktale
TyviTs, ki =%ToiTy, ka=3 Lz

a) k= 0,75, Ob =343 b) 10, 20, 25
a)z=2y=25b)z=15y=13 6.7. Twierdzenie o dwusiecznej
a) 52,5 b) 18,75 kitaptrdjeace
h o 14 .3 3 243
a) 20, 21 b) 224, 28 (@1 a) 31, 9% b) VB—1,3- 3, 3, 25,
) 3 4-2v3,2v3-3 ¢) 12 d) v2 -1
a :3 S Tt - = iy
b) AABC: 945 + 15, ADEC: 6v5+ 10 B1-8) 1,25, 3,75 b) 4,5, 7,5
7. a) AABC ~ ACBD, AABC ~ AACD, 2 DBCP: V24 VA - 2V2,

S B e e By

ACBD ~ AACD b) 1,8, 3,2 | ABAP: 2+ V4-2V2
8. 20 em? Zestaw powtorzeniowy I
9. 10,8 m 1. a) 307, 607, 90" b) 207, 60°, 100"
13. b) 2 em, Paago = 16 em?, c) 157, 67730, 97730
Pipco = 4 em? 2. 50°, 60°, 70°
14. b) 25 em?, 15 cm?, 15 em?, 9 cm?® 3. a). b). d) tak c¢) nie
6.6. Pola wiclokatéw podobnych 4. a) 12,5 cm, 12,5 em, 10 em

b) 5v/2 em, 5v/2 em, 4v/2 cm
5. |PQ|=4dm, P=2dm*
6. 36

[l a)k=3, F=5 b k=2 =4
3.a)09 b) 1,5
4. k=1, Ob = (16 + 2¢/5) cm,
Obs = (8 +v/5) em 7. 3.2 cm, 4.8 em; l; cm, 22 cm;

5. a) 1:800 b) tak c) 576 m? 2 om, 4 om
9. 160 — 40v/2 ~ 103 [m], 80v/2 =~ 113 [m)]

6. a) k= 3, Ob =30 cm

b) k=3, Ob=32cm Zestaw powtorzeniowy II
z]1 “; i § i.lfb: Qi:m 2 2. a) 37.5 b) 144
G| L. & ;= U ey == I

b) = 3, P = 400 cu 2 :gud:; E[]d:: 360 dm®

2. 200 cm® ' ' a

3. a) (14+ 2-@) cm Zadania testowe
b) 12¢/17 em, 36417 cm LA 2.C 3.A 4D 5D 6.A
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Przed obowigzkowa matury z matematyki 4. a) [-6,—3] b) [1.0]

2. 12v/34 5. a) maleje w (—o<; 3), rosnie w (3;00),
3. 150° f(D) = (=4;00), W(3,-4)
49 b) maleje w (—o0; —2), rosnie w (—2;00),
5. 96 cm f{D]J=‘ (2;00), W(-2,2) .

¢) roénie w (—oc; —4), maleje w (—4;00),
8. 'ElCITI. ﬁv‘ﬁ I, ﬁ\l"ﬁ I f{D} ={—DG—I} W{-d- _1]
9. 6+ 3 (V5 +V13) d) rognie w (—oc; 1), maleje w ({1;00),

Przed matura z matematyki F(L) = {_—00;23}, l"i”{l,.i:l.
na poziomie rozszerzonym [Z]1. a) y = (z — 1)* + 2, maleje w (—o0; 1),

1. 409 (0,4096) rosnie w (1;00)

2. 740 (V10 +3v2) roénie w (1;00)

3. 736 (27,36) ¢) ¥ = (z + 3)* — 2, maleje w (—o0; —3),
roénie w {(—3; 0x)
d) y = (x + 2)* — 4, maleje w (—oc; —2).,
roénie w (—2; 00)

2. a) W(—2,4), z = —2

b) y = (2 — 1)® — 2, maleje w (—o0; 1),

7.1. Wykres funkeji f(z) = az?
(€] 2. a), b) nie nalezy c¢), d) nalezy
3.a)6 b)2 ¢) 0.5 d) 0,75

4. a) rodnie w (—oc; 0}, maleje w (0; 0c) b) W(—3,—1), z = —3
b) 0§ symetrii: & = 0, wierzcholek: (0,0) ) W(2,2), z=2 d) W(3,-1), x =3
B Sl =0 falg) =k s 3. a) f(D) = (~4;00) b) f(D) = (1;00)
falg) = —2°, fulz}=—gqo' ¢) J(D) = (-00;2) d) f(D) = (~o00;4)
fs(x) = _"1 4. kolejno uzupeliamy: g(z) = 5(x+1)°+2,
[Z]1. a) f(D)=(-8:0) b) f(D)=(0;4) o = [-2,3], flz) = g_lﬁ — 10,
) /D) =01 &) J(D) = (-5~ o(z) = 2z — 9)% — 3
By = s B Y =0y Y=y, 5. a) FG = [4,3] b) FG = [-2,—2]
D:y =1 znu—if ¢) FG = [-3,-5] d) FG = [4,-3]
5 a) y=a° b)y=v22* e)y=—32" g a) fx) =22 +1 b) f(z) = 2
d)y = -3° ¢) f(z) = —a?+3 d) f(z) = —4a? +6
4.2) 5 b) 10 T.a) p=-2 b) p=2
5.a)a=4 bja=7 c)a=64 d)a=2
B 7.3. Posta¢ kanoniczna i postac ogoélna
¢.72) P{E-} _a® s funkeji kwadratowej
-h“;{,{;} iJ fomn [€]1. a).?;=—2:n"f+12.7:—12
g 5 b)y=—22*—32+2
7.2. Przesunigcie wykresu funkeji ¢) y =3z — 30z + 84
f(z) = az? o wektor 2. a) y = (x —4)® - 10, W(4,-10)
[€]1. a) {—3;00) b) (1;00) b) y = (z + 2)* + 4, W(=2,4)
c) (—oo:—4) d) (—o0;2) c)y= {a:_:sf — 11, W(3,—11)
2. a) maleje w (—oco; —3), rodnie w (—3; 00) d)y=(z- '] - 3, W(3,-3)
b) maleje w (—oc; 1), rosnie w (1; o) e)y=(z+3) W {—l 0)
c) roénie w (—o0; —2), maleje w (—2;00) f) y=(z— } = '  Wigi—%
d) roénie w (—o0;2), maleje w (2; 00) 3.a)5 b)R ¢)0 d] —12 e) IE f) 4
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4. a) W(=2,3) b) W(1,3) <) W(1, %j Obliczanie wartosci tréjmianu kwadratowego

5. a) W(1,1) b) W(-11,64) 1. a) 4,12 b)45,13 ¢) —17, —34

¢) W(2.9) d) W(-1,-13) 2. a) 5,22 b) -5, —% ¢)3, -1%

1. a) flz)=a*—z—23, A=12 3. a) g(—2) = —17, f(-2) = —15,
b) f(z) = —a® +8x — 11, A =20 h(—2) = —7 b) g(—2) = —1031,
¢) flz) =22° — 12z + 4, A =112 h(—2) = —103, f(-2) = -8
d) f(z) = —32* — 122 — 4, A = 96 4 a)e=Tb)e=20 ¢)e= —5/2
e) f(x) = ﬂ“r?:f A=d 5. A, B, E
f) flz) = —4r -3, A=2

6. a) z=—1, W(—1,-3%)

2. } f{.:I-'} = |:IE'+ ]}2 2_. % (—1,2} h) r = —'l 'i_t.r'{ 1. 1}

b) f(x) = (x — 2)* — 6, W(2, —6)

; 7. a) 2 = 3, W(3,-21)
c) f(z) = —(z+1)*+2, W(-1,2) = 5: W52, L
d) f(z) = ~4(z = 1)* + 5, W(1,5) sgsal ot o Rl Rl
¢) f(z) = 2(x +2)* — 15, W(-2,-15) =5 W(-3%)

f) f@)=-20z+3) "+ 3, W(-3% 7.4. Réwnania kwadratowe (1)
g) flz)=(x—4)* -1, W{Q —4J
h) f(z) = —2(x — 2)° + 2, W(3,

) f(z) =327 -8, W(U, —8)

1. Rownanie kwadratowe moze mie¢ 2 roz-
wigzania, 1 rozwiazanie lub 0 rozwiazan.

{—z 0 v {a._ )

. a) W(—3,—18) b) W(1,1) ¢) W(-1,3
4. a) flz)=(z+1)2+3 ;
b) f(z) = —(z +3)2 — 3 = “}"‘:‘T“""=3
¢) flz) = —(x—2)°+4 baz=—z.2=5
5.a)b=—4 b)b=8 c)b=4 d) b=—6 c)z=—-F, =%
6. a) a=—1, f(z)=—(x—2)*+1 d)x=-21,z=21
b)a=-3, flz)=-3(x—-1)>+5 4 a)z=—-4bla=3 cJr=-%
¢)a= g, flz)=z(x+4)*+1 dyz=2% e)a=2 f].:::-iLf
d)a=-2, f(z) = -2z +3)"+3 5. a) ¥ = —v/3, = /3 b) sprzeczne
7. a) b= —4, -i‘=3'ib}"-"=3-.‘l' —2 c) z =40 o= ¥I0 4) spraeczne
i —_— B — % e
sip=—ie 1 )9 1 =N [l a)z=0,z=6 bjz=—5%,2=0
33}“—3;—':’13.]“__3 C:“EI e)r=0,8=% dyz=—},2=0
E}UI—ET = —2 d} = C:vi; e}_r:ﬂ‘-r;:‘z f]:i_::—%fj.'z
0, M) o=, b==3 5= 2 a)z=—22=2 bja=-2,z=2
h}n.:l.lbzz,c*.:[] cjx=—-5 d)yz=8 e)x =12
d)a=-3b=—6c= hyz=2 1) z=6
§1ﬂ=—1 g=2,c:14 3. a) (0,0), (4,0)
J“—“3 =Spe== b) (—2,0), (2,0),(0,-12)
10. a) y = a* — 4z +3 b) y=—gz"—22+6 ¢) (0,12), nie przecina osi OX
11. a}y:—:ﬂ?—E:r:—t—d d) (0,0), (—5=.,0)
b) y = %'I.ﬁ+ 2r—2 ¢)y= —.n -3 e) (0,4), nie przecina osi OX
Q) y=Ba*— o U f) (~2.0). (.0). (0,~4)
12. a) [-3.—3] b) [3, 2] 4.a)2 b) -4 ¢)3
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[€]1.

5. a) {—6,0} b) :{_3.4} c) {—%,1.2}
d) {—6,—%, ¢}

6 a)p=-=2 5=>3

v N2 1 o= N2

bje=—-2 o=—]l,z=1a2=2%L
c]m_—ﬁ,mz 3
djex=—1,2=02=1

7.5. Réwnania kwadratowe (2)
a)z=3%2 bja=-2 ¢cjzx=1

.a)r=—]l, =3 b)og=—4,5=-2
\/ﬁ, r=—3+ v@
4. a) A =4 >0, 2 rozwiagzania

b) A = —8 < 0, 0 rozwiazan

¢) A = 35 > 0, 2 rozwiazania

d) A =49 = 0, 2 rozwigzania

e) A =0, 1 rozwiazanie

f) A =—12 < 0, 0 rozwigzan

g) A = -2 <, 0 rozwiazai

c)x=-3—

h) A= % —42>0,2 rozwiazania
i) A =9 >0, 2 rozwiazania

5.a)zy = -3, xa=—3 b)oy=—-1,z2=2
e} @ = —%,:Ez =2 d)zo= 1—11

e}:m::'j—s/ﬁ,:rg::i—i-m
f}$1=2—£,$2=2+\3ﬁ

TR v o= =N 1T
g) sprzeczne h) @y = 2L pp = SLNL

i) sprzeczne

5 1

. a) 3 =— 2,12_? b]xlzz,:r:-z:3
¢) &1 = 3, x2 = —3 d) sprzeczne
e)a1 =2, 22=1 f)ap=-3

g) sprzeczne h) @y = — %, 2 = 1
i:l Tog = %

2. ﬂ]ﬂ.‘]z—ﬂ’ﬂ;z:_% )
b) :_%fﬂfzz‘ﬁ ¢) xo = _312
d} €Iy = 'ﬁéﬂ Iy = ___._,.._I‘SVIE
ﬂ} T = :—'l—:ﬂ T = =14/11 A1
f), g) sprzeczne

_ 337 . o
h) 2y = ==, 23 _-I-_u_d 37
i) oy = ?-E"ﬁ = ?-162 37

3. a) (0,-1), (-1,0), (5.

b) (0,3), (— ‘f“? .0), (x-f?- .0)

C] “—J?:ﬂr “1”}1 {_4 }
d) (0,12), (=6,0) e) (0,5)
£) (0,1), (V2,0), (~2v2,0)

4. a)z =2, x3=1%
b]:ﬂ:—%,.’rz_é
c)x1=5-— 13, 22 =5+13
d]:rl:f:i,:rg:m
e) T = T—;’T1 Zp = T+:‘ﬁ
f) sprzeczne

5.a) 2 b) 0

6.a) f(z)=0dlaz=2— ¥ o=2+ 38,
glz) =0dlaz =% — £, o =2 + £5;
h(z)=0dlaz=22=2+6
b) f(z) =0dlaz = 4—-27, x = 44+2VT;
glz)=0dlaz=1-2V7, 2= 1+2V7
h.{ﬂj"‘ﬂdlr‘il.—'i—fl\(/__’f—‘d

T.a]m:]—ﬂ,m:l.m=1+v’§

h]u‘=—2—ﬁ.:ﬂ=—2+ﬁ.:ﬂ=—l,

W

r=—3

A e - ]--x-"#E_T o l-u‘ﬁ
a)r=-2o¢r=—"" p=—1v1
b) z =0, ;|:=§
¢} p===2, =]
d)z=-1-2v2,2=-1+2v/2,2 = -1,
x=1

7.6. Posta¢ iloczynowa funkeji kwadratowej

[€] 1.

(] 1.

a)y=—zz’+2z+9

Y S e
b]y-d;rl—%a.+§
¢)y=zr’+zx

) oy =8&me==5 b)er==6, 50=2
cJri=-8,x2=—4 d)z:1=0,22=9
e)zo=2 f) xo=-7

.a)y=[(z-3)(x-5)

b)y = (z+7)(x—4)

) y=3(x— 3)(x—2)

d) y =12(x + 3}{.1 + 4}

e) y=—2(x—3)(x+4)

f) y=—4(z+ ;)(z—1)

g) nie ma postaci iloczynowej
h)y = (v +vVE— 1)z —Vi—1)
i) y=‘2(:-':— -‘;}E) (a:- 1—*’;—3)
a] a1 =3,1‘2=13 h}:c; =2, '.1:2=—5
¢) 1 =—15,z3=-—9
d].’l’-‘]=— 2,1’{:2:@

E}:i'.-'j =—l,.'l':2=\/§—-i

f} $j=\‘-"":“'—2,.1'2=3—'\./§

Odpowiedzi do éwiczer | zadan, s. 306-313
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10.

a) y=2{;1:+%}{;r—2}

b) y = —(x —3)(z +2)

¢) y=4(x —1)(z+ 3)

e) nie ma postaci iloczynowej

£) y = (2 — V3)(x +2V3)

g) y=—2(x— V5)(x+V5)

h) y = z(z+ 3)

i) nie ma postaci iloczynowej
a)b=-8,¢=15 b)b=5, c= —36
¢) b=-T3,e=25 d) b=, :=—§%

e) b= 5, C—'D f)b=0,c=-3

g) b=—(14+2v2),c=2+2

h) b= -2, ¢c=—6

a) x =3, W(3,-9)

b) & = -2, W(—2,-8)
¢) x =3, W(3,-4)

. a) (0,0), (—6,0), W(-3,9)

b} “.-ﬂ,]! {5*{}}? {.D-. 5}1 HI{EW_‘”

¢) (—3,0), (1,0), (0,%), W(-1,2)

a) y=(z+1)(z—3) b)y=—za(r+4)
)y =—%(x+8)(x—2) d) y = Fz(z—6)

a) f(z)={z—1)(z—3)=2° —4a'+‘3
b) f(z) = s(z+ 1)z —3) = 21: —x —%
¢) f(z) = —a(z+4)=—a°—4z

a) =1, flz) = (z=1)(z—15),

fla) = (x—3)* — 4

b) x =0, f(z) = ~—-.'1.' + 4),

flz) = —3(x+2)° +2

&) &=5, f(z) = 1(# + 1)(z—5),
fla) = Y —2)? -3

a) y=—4(z+3)(z+1)

b) y = —5(z — 2)(x — 6)

file) = ~4(a-+ )" + 8= ~Sa(a+9),
gi(r) = —2(x+2)* +2=—1a(x +4),
hi(x) = —2(x + %]2 + % = —2a(z + 3)

11. a) b= —-8,¢=12 b) b= —6+2, c = 16
c)b=-8,¢c=8

12. a) [3,—2] b) [-2,-8] ¢) [3,-1]

Rzut ukosny

Ly=—g2"+a+3

2. tak

Odpowiedzi do éwiczen i zadan, s. 314-321

7.7. Nierdwnosci kwadratowe

[¢]1.

a) x € (—oo;—3)U(l;00) b)z € (—1;3)
c) z€ (1— 51+ 5)

a)z eR b) R\ {1}
a) z € R b) sprzeczna ¢) x € R

a) x € (—oo; —b5) U (5:00) b) a € (—4;4)
¢) z € (—o0; —3) U (3; 00)

d) & € (—o0; —2) U (3; 00)

e)xz e (—1;4) f)x e (-1:5)

g) € (—3;5) h)z € (—o0; —-3)U(3;00)
i) sprzeczna j) & € (—o0;—3) U (3;00)
k) z €
a) 13 b) nieskoniczenie wiele ¢) 5 d) 2
a}:rER\{'} h reR ¢)zeR
d)zeR\{}}
a) r € {—oﬁ,—l}u{l;cx:-}

b) @ € (—oo;—%) U (1300

c) € (—4-— u’ﬁ;—d+m]
a) z € (—2;3)
b) & € (—o0; —6 — VAT)U(—6 + V4T; )
¢) € (—o0;9 — 5v/3) U (9 + 5v/3; 00)
d)z e (mf:o; iﬁ) U <-—~——'3“2""-'_T:_ oc:)
eJzeR flae(—1;—1)
a) D = (—o0;—1) U (4;00)
b) D= (~43)

¢) D= (-2 —1)U(1:2)
Q) D=(-%-2)u(E

21 2

¢) sprzeczna

(—2;8) 1) sprzeczna

il

) sprzeczna ) x = 3

:)

P(z) = (z—1){(22 4+ 3), D = (1; 00)
a) x € (1;2)

b) z € (3;00)

a) & € (—oo; —4) U {0} U (4;00)

b) z € (—1;1)

¢) & € (—o0;—3) U (3;00)

7.8. Zagadnienia uzupelniajace

a) 44.1; 20.4: 4,9; Dy, = (0; /10), miejsce
10 b) okolo 26 m

a) h = 9.3 m, okolo 16,6 m b) =2

ferowe.

a}:l:%;r‘g b}y-:——r E]J—‘az
a)y= 1%, F(0,—3) b)y=—3, F(0,3)
C}I =‘§Iif L0y = 3] d}y=_2- -F'U]*E}



Zestaw powtorzeniowy 1

1

a) f(D) = (—/2;00), maleje w (—o0;0),
rosnie w (0; 00)

b) f(D) = (—20:9). rosnie w (—o0; 3),
maleje w (3; 00)

¢) f(D) = ({—9;00), maleje w (—o0;4),
rosnie w (4; 00)

d) f(D) = (—o0;9), roénie w (—oc; 2),
maleje w (2; oc)

e) f(D) = (—o00;3), roénie w (—oc; 3},
maleje w (3; oc)

f) f(D) = (—35;00),

maleje w (—o¢; —%}, rosnie w {—%; 00)

. a) (0,0), (4,0), W(2,—4)

b) (0.0). (2.0), W(1.1)

¢) (0.8), (—2.0), (4.0), W(1,9)

d) (0,8), (=2,0), (—4,0), W(-3,-1)
E} {E]-. 2)* {%1{1}* (Evﬂ}r W('E{!_%}

£) (0.—6), (3.0), (1,0), W(2,2)

.a)r=-7,22=3

s o s Bl
h] .Tf]—-——ﬁ,zbg—fi
=

¢) o = 3 d) sprzeczne

c};nlzi_ﬁjﬂ!g;z:%ﬁ

f} T = 3-1’1ﬁ‘ To = Etafﬁ
El] I = —]—?? b} Iy = —%, T =4
t

1=4/17 _ =1
— e =

c) 21 = —5 2
d) @0 = -2 €) xo = 10 f) sprzeczne

g) #1=—2—14, 22 = =24+ /14

h) sprzeczne

3
b) @ € (—o0; —3) U (0; 00)
¢) 2 € (10 —6v2;10 +6v2) d) x € R
e) x € (—o0; —7) U(2;00)
f)ae(—3%:1)
g)r € (—m§—%ﬁ>u<32&;m)
h) 2 € (12 — 3v/15; 12 + 34/15)
a)b=0,e=1, fz)=22+1
bjb=-2,¢=4, flz)=(x—-1)*+3
c) b=4,c=6, f(z)=(x+2)%2+2
d)b=-8,c=15, f(z)=(z—4)*-1

a) r £ (—m;—%) L.J<—‘£;cc)

.a)b=—-4.b=4 b) E.==—2\f§,h=2\,f§

¢) nie ma takiego b d) b= -2, b= 2

Zestaw powtorzeniowy 11
L a) f(z) = —a*+x+3
b) flz) = é.’l:z—%.'ﬂ— g.jl
¢) f(z) = 5a* — 30z + 45
2.a)y=—(z—-2°+4
b) y = %(3:—2]2—#4
¢)y=32(x—-2)*+4
d.a)z=T7T blz=-9 ¢cjex=-2
d)z=-1

2
4.a)my =—2,22=3 b)z1 =—2,253=3
¢) 1 =—1, 22 =
ﬂ] T = -1, e

8) @ =—1; 2=

R T P e

i

f) Ha| :—2, a2 =
5.a)r€(—3:—3)
b) a € (;5_+_£>

B
6.8 a==20b=0D¢c=12
y=—2(x—-1)(z+1)
bja=-1,b=0,c=4,
y=—(z—-2)(z+2)
c)a=4,b=-24, ¢= 136,
y = 4{x — 3)*
d) a=-2,b=8; =4,
y=—2x—2—v2)(x—2+2)
) p Rl L]

3 FA L LY P10 B

i
0| 1

Odpowiedzi do éwiczer | zadan, s. 323-324
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Zadania testowe
1.C 2D $.D 4.C 5. A 6. A 1.B
8. C 9.D

Przed obowiazkowa maturg z matematyki
r=-3,z=3%

x € (—oc; —4) U (3;00)

x € (—1;2)

maleje w (—o0;3), rosnie w (3; o)
—32

y = lx—4)*

wartos¢ najwieksza: (0,

e L

wartosé najmniejsza: —8

Odpowiedzi do éwiczen | zadan, s. 324-328

8. —4, -3
9. fla) =Lz —3)* -1
10. P(z) = (104 — ), D = (0;10%)

Przed matura z matematyki
na poziomie rozszerzonym

1. 278 (—I5AT)
2. 140

3. 353 (7 — 2V/3)
. 125 (p = 11,25)

4
5. b=—L c=13
6

2 2

.2 € (—o0;1 = VT U(0;2) U{l + V/T;0)

ERERE  EEREEREE:

1. 2 € (~00 =1 D U (=N =1+ AT
L(3: 00)

8. & € (—oc; —5) U {0} U (3;00)



Indeks

algorvtm Euklidesa 13
alternatywa zdan 106
Archimedes 194

argumenty funkeji 153

baryveentrum trojkata 257
bigd przyblizenia 24
Briggs Henry 43

Cantor Georg 76

cechy
podobienstwa tréjkatéw  270-271
podzielnosci liceb 14
przvstawania trojkatow  258-259

diagramy Venna 67
Dirichlet Peter G.L. 163
dopelnienie zbioru 66

dowdd przez sprowadzenie do sprzecznosci 19

dowdd twierdzenia Talesa 265
dwusieczna
kata — konstrukcja 282
kata 255, 257, 280
dziatania na potegach 35, 41
dziedzina funkeji 153, 170
dzielnik 10, 15

element zbioru 62
Euklides 11
Euler Leonhard 53, 163

Fermat Pierre de 53

figury podobne 266

figury przystajace 258

fraktale 279

funkcja 152, 153
kwadratowa 29]
liczbowa 157
liniowa 208
logarvtmiczna 200
malejaca 166, 214
monotoniczna 168
niemalejaca 167
nierosnaca 167

funkeja
przedzialami monotoniczna 168
rosnaca 166, 214
stala 167, 214
wyktadnicza 198

Gauss Carl Friedrich 53
googol 39

hiperbola 165

iloczyn
kartezjanski zbiorow 69
zbiorow 64

implikacja zdan 107

Kartezjusz (René Descartes) 69
kat zewnetrzny trojkata 256
katy przylegle 256
kierownica paraboli 321
Koch Helge von 279
koniunkeja zdan 106
krzywa Kocha 279
kwadrat

roznicy 90

sumy 90

liczba
T 23, 26
logarytmowana 43, 44

liczhy
catkowite 15, 20
Fermata 53
kwadratowe 97
Mersenne’'a 52
naturalne 10. 20
nieparzyste 10
niewymierne I8
parzyste 10
pierwsze 11, 52
pieciokatne 97
rzeczywiste 20
trojkatne 97
wielokatne 97

Indeks
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. 356

liczby
wymierne 15, 20
wzglednie pierwsze 15
zlozone 11

logarytm 43
dziesietny 43
iloczynu 44
ilorazu 44
potegi 44

logika matematvezna 105

macierz 143

metoda
eliminacji Gaussa 143
podstawiania 119, 128
przeciwnych wspolezynnikéw 125, 128
wyznacznikowa 141

miejsce zerowe 155
funkcji liniowej 213

mnozenie sumy algebraiczne] przez jedno-
mian X1

najmniejsza wspolna wielokrotnosé 12
najwiekszy wspolny dzielnik 12
Napier John 43
nastepnik implikacji 107
nazwy wielkich liczb 39
negacja zdania 105
nierdéwnosei

nieostre 77

ostre 7T

rownowazne 77, 78
nieréwnose

sprzeczna 94

tozsamosciowa 94

trojkata 260
notacja wyktadnicza 37

obraz figury 184

ognisko paraboli 321
ortocentrum tréjkata 257

os symetrii paraboli 296, 314

parabola 165, 291, 292, 311, 321
pek prostych 211
pierwiastek

iloczynu 28, 31

ilorazu 28, 31

Incleks

pierwiastek
kwadratowy (drugiego stopnia) 27
n-tego stopnia 32
podwajny réwnania kwadratowego 308
szescienny (trzeciego stopnia) 30, 31
pierwiastki rownania kwadratowego 304.
308
plaszczyzna w tréjwymiarowym ukladzie
wspolrzednych 244
podstawa
logarytmu 43, 44
potegi 34
podzbidr zbioru 62
podzielnosc liczb 10
pole trojkata 233
poprzednik implikacji 107
postac
dziesietna liczby 22
iloczynowa funkcji kwadratowej 312, 313
kanoniczna funkeji kwadratowe] 296, 208
ogdlna funkeji kwadratowej 298
parametryczna rownania prostej 245, 246
potega 34
o wykladniku calkowitym ujemnym 35
o wyktadniku wymiernym 40
potplaszezyzna
domknigta 234
otwarta 234
prawa
De Margana 66, 108
rachunku zdan 108
procent 47
programowanie liniowa 237
promil 47
proporcjonalnosé
odwrotna 194
prosta 215
prosta 208
prostopadta — konstrukeja 283
rownoleglta — konstrukeja 283
proste
prostopadle 226, 229, 248
rownoleglte 220, 248
przechodniosé 80
przeciwdziedzina 153
przedzial
domkniety 71
lewostronnie domkniety 71



przedzial

lewostronnie otwarty 71

obustronnie domkniety 70

otwarty 70, 71

prawostronnie domkniety 71

prawostronnie otwarty 71
przekatna pieciokata foremnego 19
przesuniecie wykresu funkeji 178, 180, 185
przyblizenie

z nadmiarem 24

z niedomiarem 24
punkt

procentowy 50

zaczepienia wektora 182
punkty kratowe 69

regula zaokraglania 23
rozktad
liczby na czynniki pierwsze 12
na czynniki liniowe funkeji kwadratowej
312
rozwiazania réwnania kwadratowego 304
rozwigzanie ukladu réwnan 117
rozwiniecie dziesietne liczby 22
réwnanie
kierunkowe prostej 217
odeinkowe prostej 220
ogolne prostej 218
sprzeczne 94
tozsamosciowe (tozsamosc) 94
z dwiema niewiadomymi 116
rownowazne uktady rownan 120
rownowaznosé zdan 107
réznica
kwadratéw 91
zbiorow 66
ruch pionowy w gore 320

Sierpinski Wactaw 279
sito Eratostenesa 52
skala
logarytmiczna 46
pH 46
podobienstwa 267
Richtera 46
solanka 136
spadek swobodny 320
spirala Teodorosa 29

sposoby przedstawiania funkeji 158
stezenie procentowe 136
stosunek pdl figur podobnych 276
suma zbiorow 65
symetralna odeinka 257
konstrukcja 282
symetryezne odbicie wykresu funkcji
187, 189
szesciokat foremny — konstrukcja 284

éniezynka Kocha 279
srodek
ciezkosdci trojkata 257
peku prostych 211
srodkowa trojkata 257

trojkat 254
ostrokatny 254
prostokatny 254
rozwartokatny 254
Sierpinskiego 279
trojmian kwadratowy 291, 298
tryvchotomia 80
twierdzenie
odwrotne do twierdzenia Talesa 263
Picka 69
Pitagorasa 18
Talesa 262

uktad
dwoch réwnan z dwiema niewiado-
mymi 117
nieoznaczony 123, 230
oznaczony 123, 230
réwnan liniowych 123, 230
sprzeczny 123, 230
trzech réwnai z trzema niewiadomy-
mi 131
utamek
dziesietny 22
nieskracalny 15, 24
utamki egipskie 17

Venn John 67

wartosé
bezwzgledna liczby 98, 102, 103
interpretacja geometryczna 98

Indeks
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wartodt funkcji 153
Weierstrass Karl 98
wektor 182

przeciwny 183

swobodny 183

gaczepiony 183
wielkie twierdzenie Fermata 53
wielokaty

podobne 266

przystajace 258
wielokrotnosé 10
wierzcholek paraboli 296, 311
wspotezynnik

kierunkowy prostej 209, 221

interpretacja 222

proporcjonalnosei 194, 215
wspolrzedne

wektora 183

wierzcholka paraboli 296, 299, 300

wyktadnik potegi 34
wykres funkeji 157

wyrdznik trdjmianu kwadratowego 299

Incleks

wysokos¢ trojkata 257
wzory Cramera 141
wzor

funkeji 158

Leibniza 26

Wallisa 26
wzrost wyvkladniczy 199

zbiory
rozlaczne 65
rowne 62
zbi6r
liczb catkowitych 15
liczb naturalnych 10
liczb rzeczywistych 20
liczb wymiernych 15
nieskonczony 62
pusty 62
skonczony 62
wartosci funkeji 170, 171
zlota liczba 25, 61, 95
zloty stosunek 61
zwierciadlo paraboliczne 322






nowa
Twoje mocne strony MATeMAtyka
era

Podrecznik MATeMAtyka 1 do zakresu podstawowego i rozszerzonego w spojny i przystepny
sposob wprowadza ucznia w zagadnienia matematyczne. Umozliwia przeprowadzenie
ciekawych lekcji w szkole, jednoczesnie pozwalajac na efektywna samodzielng nauke w domu.

— Czytelny uktad
e tersinn bl Przejrzyste wprowadzenia nowych tresci,
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rozwigzane przyktady, proste ¢wiczenia

i utozone zgodnie ze wzrastajacym stopniem
trudnodci zadania tworzg czytelny ukiad
kazdego tematu, ktéry ulatwia prace

na lekcjach i w domu.
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Pomocne sekcje

Warto powtdrzy¢ pomagaja lepiej przygotowac
sie do kolejnych lekcji. Warto wiedziec
uzupeiniaja i rozszerzajg tresci z lekgji.

Ty

Réznorodne formy przekazdy

Ciekawe infografiki | Zagadnienia uzupetniajace
urozmaicaja prace na lekcjach i zachecaja
uczniow do samodzielnych poszukiwan.

@ WIESZ, UMIESZ, ZDASZ

Kazdy dziat podrecznika MATeMAtyka 1
koniczy sie dwoma zestawami
powtorzeniowymi, dzieki ktérym uczniowie
moga utrwalic zdobyte wczesnigj
wiadomosci. Nastepnie zaczyna sie sekcja
zadan zamknigtych i otwartych, w ktorej
znajdziemy tez Sposoby na zadania
pokazujace rozne metody rozwiazywania
zadan.
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